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1. Hitta variabelbyte som transformerar ekvationen uxx−2 sinxuxy−cos2 xuyy−
cosxuy = 0 till kanoniska formen. Kolla att termer med derivator av ord-

ningen 1 och termer utan derivator försvinner. Med hjälp av D'Alembert-

metoden hitta allmäna lösningen. (8p)

2. Ge de�nitionen av derivatan av en distribution, av Fouriertransformation

av en distribution. De�nera fundamentallösning till en di�erentialekvation

med konstanta koe�cienter. Hur löser man ohomogena DE med hjälp av

fundamentallösningen? Kolla att Φ(x) = Θ(x)e−λx är en fundamental-

lösning till ekvationen u′ + λu = f ; att Φ(x) = Θ(x) sin ax
a är en funda-

mentallösning till ekvationen u′′+ a2u = f. Θ(x) är Heavisidefunktionen,
Θ(x) = 0, x < 0; Θ(x) = 1, x ≥ 0. (9p)

3. De�niera Greenfunktion av Dirichletproblem för Laplaceoperatoren. Hur

löser man randväredeproblem med hjälp av Greenfunktioner. I halvrym-

den Rd
+ = {x ∈ Rd, x1 > 0}, d > 2, bevisa att Greenfunktionen har formen

G(x, y) = Φ(x − y) − Φ(x − y′) där Φ(x) = 1
(d−2)ωd

|x|2−d är fundamen-

tallösningen till Laplaceekvationen och y′ = (−y1, y2, . . . , yd) är punkten

symmetrisk till y med avsende på planet y1 = 0. (8p)

4. Betrakta en icke-linjär värmeekvation

ut = ∆u− u3, u|Γ = 0, u(x, 0) = φ(x).

i (0,∞)×D, därD ⊂ Rd är ett begränsat område med glatt rand Γ. Bevisa
att för varje glatt begynnelsefunktion φ(x) problemet har inte �er än 1 reel

lösning. Led: titta på ekvationen som satisfieras av skillnaden

av två lösningar. Bevisa att för reella lösningen u(x, t)∫
D
u(x, t)2dx→ 0, t→∞.

Led: multiplicera ekvationen med u och integrera. (10p)

5. I ett begränsat område D ⊂ Rd betrakta randvärdeproblemet ∆u = F ,
u|Γ = g. Granska frågan om entydighet av lösningen till problemet. Be-

trakta exempel: u(x, y) = x2+y2−2x
x2+y2

. Kolla att funktionen är harmonisk

inne i cyrkeln x2 + y2 − 2x = 0 och har värde 0 på randet. Förklara

paradox: exemplet bryter mot entydigheten. (7p)

6. Berätta så mycket som du kan om FEM för paraboliska randvärdeproblem,

om stabilitetsproblemet och metoder för att förbättra stabilitet. (8p)
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