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1 Syfte och mal

Projektets syfte dr att du ska trdna dig i implementering av Finita Ele-
mentMetoden, FEM. Efter avslutat projekt ska du forhoppningsvis ha fatt
kunskaper i hur man diskretiserar partiella differentialekvationer med hjilp
av finita elementrum. Projektet syftar ocksa till att ge en férdjupad kunskap
i modellering av tekniska/fysikaliska system med hjilp av differentialekva-
tioner och insikt i olika geometriers respektive rand- och begynnelsevillkors
betydelse. En inte oviktig del ar att Ova sig i att skriva stérre och mer kom-
plexa program i MATLAB.

2 Generella riktlinjer

Du skall antingen genomfora ett av projekten som &r beskrivna i detta do-
kument eller formulera ett eget (se nedan).

Foljande skall goras i alla projekt:

1. Hitta en och endast en till person att genomfora ditt projekt tillsam-
mans med. Hittar du ingen sa ska du skicka mig ett mail till handledaren
sa parar denne ihop dig med andra ensamma.

2. Ni ska traffa handledaren minst en ging under de fyra forsta ldsveckor-
na och presentera vad ni tdnker gora. Dessa moten dr en del i examina-
tionen sa tillvida att det ska framga att bada deltar i projekten. Boka
tid via mail i god tid. Om ni formulerar er egen uppgift ska en kort
beskrivning (ekvation, geometri och randvéirden) skickas in senast en
dag innan handledning. Ni skall vara forberedda och kunna presentera
detta pa ett klart sitt och/eller kunna stilla vl genomténkta fragor.
Det dr bra om du vid det forsta handledningstillfillet kan presente-
ra uppgifterna i punkterna 3-5 eller atminstone diskutera dessa pa ett
nagorlunda initierat sétt.

Variationsformulera er differentialekvation.
Skriv ned den diskreta variationsformuleringen

Formulera det diskreta problemet pa matrisform.

AR

Ni ska med hjilp av det ofdrdiga programskalet MyPoissonSolver.m
pé kurshemsidan [4] skriva en l6sare som l6ser aktuell partiell differen-
tialekvation med randvillkor utifran variationsformuleringen av proble-
met. FEM skall anvéindas.



7. Skriva en mycket kortfattad (men ej innehallslos) rapport (i pdf-format)
over projektet som innehaller:

Differentialekvationen och dess variationsformulering.

Den diskreta variationsformuleringen.

Resulterande matrisekvation.

Losningen /16sningarna redovisade i snygga och tydliga figurer.
Ett vil kommenterat matlabprogram = losaren.

Beskrivning av anvinda algoritmer.

Slutsater och resonemang runt savil matematiken /numeriken som
runt det fysikaliska i problemet ifraga.

Ovrigt av relevans i projektet.

Namn och personnummer pa gruppmedlemmarna.

8. Rapporten ska mailas i form av en pdf-fil till handledaren senast det
datum som &ar angivet pa kurshemsidan. Bifoga ocksa en korbar m-fil
som fungerar med matlabs mesh-variabler p,t,e som ENDA inargument.

3 Projekt

Vi har konstruerat tre projekt, ett elliptiskt ickelinjirt, ett elliptiskt egen-
viardesproblem med koppling till paraboliska problem och ett hyperboliskt
linjart problem. De aterfinns nedan under rubrikerna ”Varmeledning i en

WO R )

vattenslang”, "Egenvirdesproblem” respektive "Vagrorelse i ett badkar”.! Du
far ocksa, om du vill, under samrad med handledaren konstruera och 16sa ett
eget problem.

!Det férsta och dets sista av projekten utvecklades ursprungligen av Christoffer Crom-
vik varen 2005 och har modifierats nagot av Fredrik Lindgren hosten 2007. Egenvérdes-
problemet har utvecklats av Fredrik Lindgren hésten 2009.
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3.1 Varmeledning i en vattenslang

I detta projekt skall vi simulera virmeledning i en oisolerad vattenslang, fylld
med stillastadende vatten. Slangens omgivning har en temperatur pa 300 K.
Antag att vi bestralar slangen med mikrovagor och att det dirvid utvecklas
virme inne i slangen nir vagorna absorberas av vattnet. Denna virmeut-
veckling beskrivs av funktionen f(z) nedan. Vi betraktar ett tvirsnitt av
slangen och forenklar problemet till stationdrt. Féljande differentialekvation
kan beskriva temperaturfordelningen w.

-V - (aVu)=f iQ
an-Vu =c(up —u) pal

(1)

dar uy ar temperaturen utanfér och n dr normalen ut. Ett typiskt virde pa
a for vatten ar 0.6 W/mK, och fér ¢ 100 W/mK.

Er uppgift:

e Variationsformulera ekvationen och 1at Q2 vara en cirkelskiva med radie
1 dm.

e Skriv ett matlabprogram som beridknar temperaturen i slangen. Testa
olika f och studera effekten.

e For att fa en mer spinnande simulering sitter vi yttertemperaturen
till 250 K. Is har en annan virmeledningskoefficient, a;; = 2.2 W/mK.
Konstanten a kommer darfor att vara beroende av u.

2.2 u <273
M%w_{06u>ﬂ3 @)

Detta ger oss en icke-linjar partiell differentialekvation som vi kan 16sa
med t. ex. fixpunktsiteration. Hur mycket stralningseffekt behdvs for
att hilften av slangens tvirsnittsarea skall vara tinad om f ar konstant?

Extra: Antag att vi stralar in effekt rakt in i en oéindligt lang slang (cy-
lindrisk symmetri) och att den sprids och absorberas inne i slangen. Forsok
att modellera detta. Det borde resultera i ytterligare en elliptisk differenti-
alekvation med Neumann-villkor pa randen. Still upp denna ekvation och
forsok koppla den till (1) och (2).



3.2 Egenvirdesproblem

Om A ar en elliptisk operator pa ett omrade i rummet {2 sa siger egenfunk-
tionerna och egenvirdena till denna vildigt mycket om egenskapen hos denna
operator savil som om lésningarna till motsvarande paraboliska (%—1; + Au =

f) och hyperboliska (% + Au = f) problem. Vi vet ocksd att egenvirden
spelar en viktig roll i bade klassisk och modern fysik. Den hir uppgiften gar
ut pa att berdkna egenvirden hos ganska generella elliptiska operatorer nu-
meriskt och undersoka hur de férdndras nar vi forandrar operatorn A eller
eller omradet 2. Vi passar pa att jimfora med fran kursen i Fourieranalys
kéinda resultat. Uppgiften borde passa den som &r intresserad av matematisk
teori savil som den som gillar numerisk analys eller programmering.

Bakgrund

Man kan visa att under ganska allménna forutsiattningar sa har det parabo-
liska problemet

Bu _ V- (a(z)Vu) + B(z) - Vu+clzu=f iQ,
w=0 parT, (3)
u(0) = ug

den svaga l6sningen

o0

u(t) = (e)‘“t /Q o(z)en () dr + /0 Lot /Q F@)en(x) da ds) en ()

n=1
(4)
dér {A;,e;}52, &r egenviirdena och egenfunktionerna till den elliptiska ope-
ratorn A definierad som

Au := -V - (a(z)Vu) + B(x) - Vu + c(z)u, (5)
med randvillkor, det vill siga de uppfyller
Ae, = \nen
eller, om du vill, de l6ser egenvirdesproblemet att hitta e och A sa att

Ae=Xe 19,
e=0 pal.



Exempel.

Vi har sett i kursen i Fourieranalys att om ) &r rektangeln (0, L) x (0, M)
och a =1, c=0 och =0 sa har vi med lite annan notation att

. . 00
22 2

iy 5135, = {7r (ﬁ + #) sin(ima/M) sin(jﬁy/L)}

2,j=1
Nagra feluppskattningar.

Det gar att approximera savil egenfunktioner som egenvirden med finita
elementmetoden. De approximativa egenvardena A, j uppfyller da

An < Aup < A(14 C(n, Q)A?) (7)

om h &ar den storsta av alla triangelsidorna i finita elementnitet. Om egen-
viardena ar sorterade i vixande ordning uppfyller den approximativa egen-
funktionen e, j till det minsta egenvardet olikheten

||61,h, — 61“ S Ch2 (8)

Bada resultaten géller om kontinuerliga och styckvis linjiara funktioner an-
vinds for att approximera l6sningen [2, Kapitel 6].

Grunduppgift

Grunduppgiften bestar av att
e Variationsformulera egenviirdesproblemet (6) med hela operatorn (5).
e Formulera den diskreta variationsformuleringen.
e Skriv upp det diskreta problemet pa matrisform.

e Firdigstill FEM-l6saren MyPoissonSolver.m sa att den assemblerar
alla relevanta matriser och l6ser den diskreta motsvarigheten till (6)
for 5 =0 och a = 1 men godtycklig ¢(x) > 0.

e Sitt forst a = 1 och ¢ = 0 och 16s egenvirdesproblemet for kvadraterna
O = (-1,1) x (=1,1) och Q9 = (=3,3) x (=3,3) och jamfor med
de teoretiska l6sningarna. Los ocksa for det L-formade omradet €23 =
{(—2,-1) x (—2,2) U (—2,2) x (1,2)}. Avsluta med nagot lite mer
konstigt omrade €y : 0y C Q4 C €Qy. JAmfor egenvirdena mellan de
olika fallen. Understk ocksa vad som hinder om man istallet anvander
en ickekonstant funktion c¢(z).



Extrauppgift

For full poang skall du dessutom gora ndgon av foljande extrauppgifter:

1. Gor det ovanstaende for 8 # 0. Testa pa ett cirkuldrt omrade med
B = e(y,—x), e € R\ {0} som &r divergensfritt respektive 8 = e(x,y)
dar V-8 = 2e. Jamfor! Matlabs eig ger en matris med alla egenvektorer.
Undersok dess determinant och konditionstal. Kommentarer?

2. Givet de approximativa egenfunktionerna {e;,}52, och egenvirdena
{Ajn}32o skriv ett program som beréiknar den approximativa losningen
till

‘?9—1; +Au=0 1,
u=0 parl, 9)
u(0) = uyg

for godtyckligt uy genom att projicera uy pa egenfunktionerna en-
ligt (4). Notera att egenfunktionerna som ges i Matlab inte &r Ly(€2)-
normaliserade!Det kan vara vért att papeka att du ska skriva ett pro-
gram som l6ser den rumsdiskretiserade varianten av (9) exakt upp till
flyttalsnoggrannhet, se [1, Kapitel 8.3].

3. Undersok i samrad med handledaren storleken pa konstanterna och hur
felet konvergerar mot noll da h gar mot noll i nagon av ekvationerna
(7) eller (8). Det hir dr en typ av studie som ofta gors av forskare i
numerisk analys och berdkningsmatematik.

4. Gor i samrad med handledaren nagot annat relaterat till egenvirdes-
problem som dr av ungefar samma svarighetsgrad som 6vriga uppgifter
hér.



3.3 Vagrorelse i ett badkar

Vattenytans rorelse i ett badkar kan beskrivas av en partiell differentialekva-
tion, vagekvationen. Lat oss kalla vattenytans omrade for €2, som &r ett tvadi-
mensionellt omrade. Losningen till féljande differentialekvation ger rorelsen
pa vattenytan.

t—Au=f iQ
n-Vu=0 pal (10)
u(z,0) =uy u'(x,0) = vy

Er uppgift ar att:
e Variationsformulera ekvation (1).

e Diskretisera variationsformuleringen. Approximera tidsderivatan med
U = (Upsr — 2U, + U,_1)/k?, dir k &r tidssteget och U, = Ul(t,).
Den ambitiose ansétter v = 4 och 16ser det erhallna kopplade systemet
istdllet med tidsdiskretisering enligt [3].

e Lat k < h, dar h &r elementlingden.
e Skapa ett matlabprogram som simulerar en vagrorelse pa vattenytan.

For att hantera startvirdet korrekt, rdknar vi forst ut accelerationen en-
ligt Mag = fo — S ug, dir M &r massmatrisen. Sen kan vi ersitta u_; med

2
U_1 = Uy —kU() + 70,0
Extra: Andra randvillkoren till homogena Dirichlet-villkor, u =0 paT.
Vad for system kan tdnkas beskrivas av denna ekvation? Jamfor resultaten
med de du fatt i grunduppgiften. Vad hénder till exempel med energin i
respektive system?

3.4 Eget projekt

Det egna projektet ska i princip folja samma uppligg som de firdigkon-
struerade. I synnerhet ska det innehalla en partiell differentialekvation med
geometri och randvillkor som ska variationsformuleras, diskretiseras och dér-
efter 16sas med hjilp av Finita Elementmetoden. Handledaren ska godkinna
projektet innan du sitter igang. Har du en 16s idé sa kan du fa hjélp med att
konkretisera denna under handledningstillfille.



4 Tips, trix och varningar

Skapa geometrier och generera trianguleringen med hjilp av Matlabs
pdetool.

Téank igenom hur man felsdker ett program pa ett bra satt. Diskutera
detta med handledaren vid handledningstillfille.

Anvind programskalet MyPoissonSolver.m att utga ifran nir ni 16ser er
ekvation. Det som fattas i programmet for att 16sa Poissons ekvation ar
alla funktioner utom en for att rikna ut elementmatriser och -vektorer.
Rutinen ElemDiffMatrix finns som exempel. Komplettera med de ru-
tiner som fattas och anpassa sedan programmet till er tillampning.

Programmet MyPoissonSolver.m hanterar randvillkor pa formen
n-Vu=k(g—u).

For att simulera Dirichlet-randvillkor 1at £ = 10000, det vill siga jat-
testort och sitt g till det vardet ni vill att u skall {6lja.

For att evaluera integralerna i era elementmatriser ar det lampligt att
anvanda kvadratur. For att skapa elementmassmatrisen kan det vara
bra att vdlja mittpunkten pa triangelns kanter for detta. I [1, avsnitt
12.2| finns beskrivningar av lite olika kvadraturmetoder. Fundera Gver

hur exakta metoder som kan tadnkas behovas. Diskutera saken med din
handledare.

For att snabba pa berdkningarna spara matriserna som glesa matriser
med hjilp av matlabs kommando sparse. Se Matlabs hjilpfunktion.
Invertera aldrig matriser utan anvéand \.

For mer information om implementation, se anteckningar pa hemsidan
[3], eller [1, sid. 43-47].

Observera att berdkningarna ska genomféras med hjélp av finita elementme-
toden och inte nagot annat. Till exempel ska inte nagon finit differensmetod
anvindas. For full podng kriavs att dven extrauppgift genomfors.

5 Och sen da”

For den som tycker att det hir dr intressant sa rekommenderar vi fortsatt-
ningskursen i PDE, TMA026 [5], som behandlar PDE-teori i Sobolev-rum
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mer i detalj samt gar djupare in pa numerisk approximation av l6sningar.
Kursen &r helt teoretisk. P4 matematiska institutionen ges ocksa en pro-
jektkurs i PDE, TMA632 [6], dir du far skriva FEM-l6sare for lite svarare
problem. Den behandlar dven teori runt adaptivitet. Du hittar kursbeskriv-
ningar via matematiska vetenskapers hemsida och via studieportalen. Prata
gérna med handledarna om du undrar vad man gor nir man doktorerar i
berdkningsmatematik!
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