VEKTORRUM

En linjar avbildning T fran ett vektorrum V till ett vektorrum W ar
en regel som till varje vektor x € V ordnar en entydigt bestamd vektor
T(x) € W sadan att

o T(u+v)=T(u)+T(v) for alla u, v € V;

o T(cu) = cT'(u) for alla u € V och alla skalarer c.

Karnan till en linjar avbildning 7' : V. — W ar méngden av alla
u € V sadana att T'(u) = 0.

Vardemangden till T &r méngden av alla w € W som ar bild av
nagon vektor x € V.

Om T'(z) = Ax sa ar kérnan till 7' samma som nollrummet till A och
viardeméangden samma som kolonnrummet.

En méngd av vektorer {vy,vs,...,v,} 1V kallas linjart oberoende
om ekvationen
c1v1 + v + ...+ cpup =0

endast har trivial 16sning ¢; = ¢o = ... = ¢, = 0. Vektorerna kallas
linjart beroende om ekvationen ovan har icketrivial 16sning.

Lat H vara ett vektorrum. En méngd av vektorer B = {by,...,bp} i
H kallas en bas for H om

e (i) B &r en linjirt oberoende méngd;
e (ii) Underrummet som spanns av B ar hela rummet H, dvs

H = Span{b,...,b,}.

Sats 10 Om ett vektorrum V har en bas som bestar av n vektorer
sa bestar alla baser for V' av precis n vektorer. Talet n kallas vektor-
rumets dimension.

Det finns vektorrum som inte spanns upp av éndligt antal vektorer.
Sadana kallas odndligtdimensionella.

Sats 5. Lat S = {v1,...,v,} vara en méngd av vektorer i V och lat
H = Span{vy,...,v,}

e Om en av vektorerna i S, t.ex. vy ar en linjar kombination av de
Ovriga sa kan den tas bort fran S, de aterstaende spanner ocksa
upp H.

e Om H # {0} sa ar nagon delméngd av S en bas for H.

Bevis.




Bas for nollrummet till en matris A: Los ekvationssystemet
Axz = 0. Identifiera vektorerna som spanner upp nollrummet.

Sats 6. Bas for kolonnrummet till A. Pivotkolonnerna i A bildar
en bas for Col(A).

Bevis. Lat B = [b;...b,] vara reducerad trappstegsform av A.
Pivotkolonnerna, {b;,,...,b; }, 1 B ar linjart oberoende. Eftersom A =
[a1 ...a,] dr radekvivalent med B, blir pivotkolonnerna {a;,,...,a; } i

A ocksa linjért oberoende, ty om cia;, + ...+ cxa;, = 0 for nagra vikter
c1,...ck sa c1by, + ...+ cxb;, = 0. Enligt samma argument har vi att
varje icke-pivot kolonn i A ar en linjar kombination av pivotkolonnerna i
A. Darfor kan icke-pivot kolonner tas bort, de aterstaende spanner ocksa

upp Col(A).

Bas och koordinater. Lat B = {b1,...,b,} vara en bas foér H.
Vilkoret (ii) i basdefinitionen medfor att varje vektor v € H kan
skrivas som en linjar kombination av by, ..., by:

u=cibi +...cpbp (1)
Av (i) foljer att denna framstéllning ar entydig, ty om
u=dib +...+dyb,
vore en annan framstillning, sa kunde man dra den ifran (1) och fa
0=(c1 —d1)br+ ...+ (cp — dp)by.

Eftersom by, ....b, ar linjart oberoende, ger detta ¢; = dy,...cp, = dp.
Koefficienterna i (1) kallas koordinaterna for vektorn v i basen B. Vi
har bevisat alltsa

Sats 7. Antag att B = {b1,...,b,} &r en bas for H. Da finns till
varje vektor u € H, en entydigt bestamd uppsattning skalarer, c1,..., ¢
sadana att © = c¢1b1 + ... + ¢pbp.

Om cy,...,cp ar B-koordinaterna for x sa kallas vektorn i R?
¢
[z]s =
Cp

for koordinatvektorn for x (relativt basen B) eller B-koordinatvektorn.

Lat B ={by,...,b,} vara en bas i R” och
Pg = [by,...,by].
Vektorekvationen x = ¢1b1 + ... + ¢, b, ar ekvivalent med
x = Pglx]s.

Py kallas for basbytesmatrisen fran B till standardbasen.
Eftersom Pg:s kolonner ar linjart oberoende ar Pg inverterbar och

Pglx = [z]5.

Sats 8 Lat B vara en bas for vektorrum V. Da &r koordinatavbildnin-
gen T : V — R™ som ges av x — [x]p en bijektiv (injektiv och surjektiv)
linjér avbildning. En bijektiv linjar avbildning kallas isomorfi.



