BAS. DIMENSION AV VEKTORRUM.

Varje vektorrum med bas bestaende av n vektorer &r isomorf med
vektorrumet R™.

Foljande resultat &r en generaliseringen av respektive resultat for R™.

Sats 9 Om ett vektorrum V har en bas B = {b1,...,b,} s maste
varje mangd bestaende av fler &n n vektorer i V' vara linjart beroende.

Bevis. Lat {ui,u2,...,up}, p > n vara en méngd av vektorer i
V. Da blir koordinatvektorerna [ui]s, ..., [up|s linjirt beroende i R™.
Dérfor finns vikter ¢q, ..., ¢, (¢j alla noll) sadana att

aluilg+...¢pluls = 0.

Eftersom c¢1[u1]p + ... cplulp = [crur + ... + cpup|p far vi crug + ...+
cptp = 0 (koordinatavbildningen &r injektiv). Detta visar att uy, ..., u,
ar linjart beroende.

Sats 10 Om ett vektorrum V har en bas B = {b1,...,b,}, s& maste
varje bas for V' besta av n vektorer.

Bevis. Lat By vara en annan bas. Da kan det inte besta av fler 4n n
vektorer, ty annars blir de linjart beroende enligt Sats 9. Antalet dessa
vektorer kan inte blir mindre &n n ty annars vektorerna i basen B blir
linjart beroende.

Def. Om V spédnns upp av en &ndlig méngd av vektorer, sa kallas
V andligtdimensionellt. V:s dimension, dim V &ar antalet vektorer
ien bas for V. Om V endast innehaller nollvektorn V' = {0} sa é&r
dimV = 0. Om V inte spdnns upp av en dndlig mangd av vektoerer, sa
kallas V' oandligtdimensionellt.

Sats 11. Lat H vara ett underrum i ett dndligtdimensionellt vek-
torrum V. Da kan varje linjart oberoende méngd av vektorer i H, som
inte redan spanner upp H, utdkas till en bas for H. Vidare & H ocksa
andligtdimensionellt och dim H < dim V.

Sats 12. Bassatsen. Lat V vara ett p-dimensionellt vektorrum p >
1. Da ar varje linjért oberoende méngd bestaende av exakt p vektorer
automatiskt en bas for V. Varje méngd bestaende av exakt p vektorer
som spanner upp V ar ocksa automatiskt en bas for V.

dim Nul(A)=antalet fria variabler i ekvationen Az =0
dim Col(A)=antalet pivotkolonner i A.

RANK

Lat A vara m x n-matris. Varje rad i A har n koordinater och darfor
kan identifieras med en vektor i R™. Linjara holjet av alla radvektorer i
A kallas for radrummet , Row A, for A.



Elementéra rad operationer fordndarar inte radrummet. Alltsa om
A och B ar radekvivalenta sa 4r Row A = Row B.

Sats 13. Om tva matriser A och B ar radekvivalenta sa ar Row A =
Row B. Om U &r en trappstegsform av A sa &ér pivotraderna i U en bas
for Row A.

Bevis.

Sats 6 och Sats 13 ger nu att

dim Row A = dim Col A.

Def. Dimensionen av Row A kallas rangen for A, rank A.

Sats 14. Dimensionssatsen. Lat A vara en m X n-matris. Da
rank A +dim Null A =n

Bevis. rank A = {antalet pivotrader iA} = {antalet pivot kolonner i A}.
dim Nul A = {antalet fria variabler} = {antalet icke-pivot kolonner i A}.
Detta ger

rank A 4+ dim Nul A
= {antalet pivot kolonner i A} + {antalet icke-pivot kolonner i A}

= {antalet kolonner i A} =n

Satsen om inverterbara matriser (férsattning) Lat A vara en
n X n-matris. Féljande pastaenden &ar ekvivalenta med pastaendet att A
ar inverterbar.

e m. Kolonnerna i A bildar en bas i R™;
e n. Col A=R"

e 0. dim Col A =n;

e p. rank A = n;

e q. Nul A= {0};

e r. dim Nul A =0.




