BASBYTE

Antag att B = {b1,...,b,} &r en bas for H. Da finns till varje vektor

u € H, en entydigt bestdmd uppsattning skalérer, ci,...,c, sadana att
x =c1bi+...+¢cpby. c1,...,cp kallas koordinaterna for x realtivt basen
B
Om cy,...,cp ar B-koordinaterna for x sa kallas vektorn i R?
C1
[z]s =
Cp

for koordinatvektorn for x (relativt basen B) eller B-koordinatvektorn.

Lat B = {b1,...,b,} vara en bas i R™ och
Pg =1[b1,...,by].
Vektorekvationen x = ¢1b1 + ... 4+ ¢, b, ar ekvivalent med
x = Pglz]p.

Py kallas for basbytesmatrisen fran B till standardbasen.

Sats 15. Lat B = {b1,...,b,} och C = {c1,...,c,} vara baser for
vektorrummet V. Da finns en entydigt bestdmd n x n-matris Pe. g
sadan att

[z]c = Pe—slz]s-
Kolonnerna i Pe._ p ar koordinatevektorerna for vektorerna i basen B
relativt basen C. Altsa

Pe—p = [[bile[b2]c - - - [bn]c]

Basbyte i R”. Om B = {by,...,b,} och € dr standardbas {ey, ..., e,}
i R™ sa [b;]e = b; och

Pecy=Pg=[b1...by.
Lat B = {b1,...,b,} och {c1,...,c,} vara baser fir R". Lat

och
Pe=ley...cn)
Da ar
Pep= (PC)_1PB.

EGENVARDEN OCH EGENVEKTORER

Ex.1 T spegling i planet m: ax 4 by + cz = 0. Lat n vara en normal
till 7. DaT(n) = —n = (—1)n och T(v) = v for alla v € 7.

w o

2. M = [ :|,M€1=2€1,M€2=362.
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3. Mz[?) ;],Mq:Zel,menMeg:[

] ar inte parallell

med es.

Def. En egenvektor till en n x n-matris A ar en vektor x # 0 sa
att Az ar parallell med z, dvs

Az = Az (1)

for nagot tal A.

Ett tal A kallas egenvarde om det finns en vektor x # 0 sa att (1)
géller. Varje sadant x ségs vara en egenvektor till egenvéirdet .

Om T : R™ — R"™ &r en linjar avbildning ségs x vara en egenvektor

till egenvardet A om
T(x) = Mz, x # 0.

Ex.1 n &dr en egenvektor till egenvardet —1, varje v i m ar en egen-
vektor till egenvardet 1.
2. e ar en egenvektor till egenvardet 2, es ar inte en egenvektor.

OBS1 ) ér ett egenvirde < (A—AI)xz = 0 har en icke-trivial 16sning.
OBS2 Om v ir en egenvektor sa ar pv, pu # 0, ocksa en egenvektor.

Def. Om X ar ett egenvirde kallas méangden av alla losningar till
(A — Xz = 0 for egenrummet till egenvirdet A (= Nul(A — AI)).

Ex.1 Linjen L genom origo som &r ortogonal mot planet m ar egen-
rummet till egenvirdet —1 for speglingen i planet 7. 7 ar egenrummet
till egenvardet +1.

4 -1 6
4. Lat A= 1| 2 1 6 |. Visa att 2 &r ett egenvirde och bestdm
2 -1 8

motsvarande egenrum!

Karakteristiskekvation.

A dr ett egenvéarde till A < det(A — AI) = 0 (den karakteristiska
ekvationen), ty

A dr ett egenvéirde < (A — Al)z = 0 har en icke-trivial 16sning <
det(A — ) = 0.



Ex.4 Sok alla egenvarden till A fran Ex.4:

Se bild som beskriver vad = +— Az ger.

Sats 2. Om vy, ..., v, ar egenvektorer svarande mot olika egenvarden
till en n x n-matris A sa ar {v1,...,v,} linjirt oberoende.

Bevis. Om {vy,...,v,} &r linjart beroende sa finns ett minsta p sa
att vpy1 ar en linjar kombination av vy, ..., v, dvs

Upt1 = C1U1 F ... + CpUp (2)
Da ar {vi,...,v,} linjirt oberoende, ty annars finns j < p sa att vj4q
ar en linjar kombination av vy, ..., v;, vilket strider mot beskrivningen

av p. Om nu Av, = \jug sa ger (2) att

Apt1Vpt1 = Avpp1 = crAvi + ...+ pAvy = v + .. pApp (3)

och
Ap1Upg1 = CLAIV1 + ... CpApUp (4)
(2) = (4) ger
0=rci1(M — Apr1)vr + ... cp(Ap — Aps1)Vp
Att {v1,...,v,} &r linjart oberoende ger

Cl()\l—)\p+1):...:Cp()\p—)\p+1) =0
Men A —Apy1 #0,..., 0, — Apt1 # 0 ger
61:...=Cp:0

Men da ger (2) att v,41 = 0 vilket &r orimligt eftersom en egenvektor

£ 0.

Sats 4 Om A och B ar tva n X n-matriser och om det finns en
inverterbar n x n-matris P sa att

A=PBp!

sa har A och B samma egenvéarden.
Bevis.

det(A — M) = det(PBP~! —APP™!) =
det(P(B — XI)P™') = det Pdet(B — X )det P!

Men det Pdet P~ = det(PP~1) =detI =1, sa

det(A — AI) = det(B — AI).



