DIAGONALISERING

Sats 5. En n x n-matris A ar diagonaliserbar om och endast om A
har n linjart oberoende egenvektorer.
A= PDP~! eller P"'AP = D, dér D &r en diagonalmatris,

=

kolonnerna i P ar n linjart oberoede egenvektorer till A.
I sa fall &r diagonalelementen i D motsvarande egenvérden till A (i
samma ordning som egenvektorerna i P).

Bevis. Vi observerar forst att om P ar en n X n-matris med kolon-

ner vi,...,v, och om D ar en diagonalmatris med diagonalelement
)\17 ey )\n sa,
AP = A[vy...vy] =[Avy ... Av,] (1)
medan

A O 0

0 X ... O
PD=P . . A = [/\1V1 )\2V2 e /\nvn] (2)

0 0 ... X\

Antag att A dr diagonaliserbar och A = PDP~'. DA AP = PDP~'P =
PD. (1) och (2) ger

[AviAvy ... Av,] = [Avi Aava ... A,vy] (3)
och
AV1 = )\1V1, AVQ = )\2V2, e ,AVn = )\nvn (4)
Eftersom P &r inveterbar maste kolonnerna vy, ..., v, vara linjart oberoende.

Vi har alltsa visat "endast om” delen, dvs A &r diagonaliserbar = A har
n linjart oberoende egenvektorer.

Antag nu att A har n linjart oberoende egenvektorer vy, ..., v, som
svarar egenvarden Ay, ..., \,. For P = [vy...v,]och D = diag(A1, ..., An)
far vi enligt (1)-(3) att AP = PD. Vidare, eftersom P &r inverterbar
(kolonnerna i P &r linjirt oberoende) &r

A=PDP".
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Ex.1 Diagonalisera matrisen A = 6 13 -2
12 16 1

Sats 6. Om n X n-matrisen A har olika egenvirden sa ar A diago-
naliserbar.



Bevis. Foljer ur sats 2 och sats 5 (kapitel 5).

EGENVEKTORER OCH LIJARA AVBILDNINGAR

En linjar avbildning T fran ett vektorrum V till ett vektorrum W
ar en regel som till varje vektor x € V ordnar en entydigt bestamd vektor
T(x) € W sadan att

o T(u+v)=T(u)+T(v) for alla u, v € V;

o T(cu) = cT'(u) for alla u € V och alla skalérer c.

Antag att B = {b1,...,b,} ar en bas for vektorrummet V. Antag
att C &r en bas for vektorrummet W och att T : V. — W &r en linjar
avbildning.

Vad ar det for sambandet mellan [z]g och [T'(x)]c?

Bilda matrisen

M =[[T(b)]ec- .. [T(b)lc]

Da ar
[T'(x)]c = Ml[]s

Matrisen M kallas avbildningsmatrisen for 7' relativt B och C

Om V = R"™ och W = R™ med standardbaser i bada fallen och T :
R™ — R™ sa a&r M den vanliga avbildningsmatrisen, standardmatrisen,
fran kapitel 1.9. Allta M = A dér T(x) = Ax.

Ett satt att askadliggora likheten [T'(z)]c = M[z]c dr med sa kallat
kommutativt diagram:

Ex.2 Lat T vara spegling i planet 7 : ax + by + ¢z = 0. Lat vq,va
vara tva icke-parallella vektorer i planet och lat n vara en normal till 7.
D4 bildar vi, v, n en bas B i R?. Avbildningsmatrisen for T relativt B
ar

1
M = [[T(v1)]s [T(v2)]s [T(0)]s] = [[vals [V2ls [-n]s] = 8

Tva fragor om avbildningsmatriser.

e 1. Antag att vi kdnner avbildningsmatrisen for 7' : V' — W relativt
baser som naturliga fér 7' men kanske inte for V' eller W. Hur hittar
vi avbildningsmatrisen for T relativt andra baser?

e 2. Antag att vi kéinner avbildningsmatrisen f6r 7' : V. — W som
ar naturliga for V och W men inte for 7. Hur hittar vi baser for
V och W som &ar naturliga for T och vilket samband géller mellan
avbildninsmatriserna?



Antag att T : R — R™ ges av matrisen A, T(z) = Ax, och M &r
avbildningsmatrisen for T relativt baser B for R™ och C for R™, dvs

[T(z)]e = Mz]s
Da ér x = Pglz]s, [2]s = Pg'x och T(z) = Pe[T(x)]c varav
Az =T(z) = Pe[T(2)]c = PeM[z]p = PeM Pg'a

varav

A= P:MPg".

Detta resonemang kan genaraliseras:

Antag att vi har tva olika baser, By och B, for vektorrumet V' och
tva baser C; och Cy for vektorrummet W. Om T : V — W &r en linjar
avbildning har vi alltsa tva avbildningsmatriser for 7', dels M relativt
B1 och Cq, dels M> relativt By och Co. Sambandet mellan dessa matriser

ges da av
My = Pe,—c, M1 Pp, 5,




