ORTOGONALITET. ORTOGONALPROJEKTION

En méngd av vektorer kallas en ortogonalméngd, om vektorerna i
méngden dr parvis ortogonala.

En mangd av vektorer kallas en ortonormerad maéangd eller en
ON-mangd, om den ar en ortogonalméngd, vars samtliga vektorer &r
normerade.

En ortogonalméngd som &r en bas for ett linjart rum, kallas en or-
togonalbas. Om basen dr en ON-méngd, kallas den en ON-bas.
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Ex.1 Med u; = 3 , Uy = é sug = | har vi att
-1 0 4

up - ug = 0, up -uzg = 0 och ug - ug = 0. S = {ug,us,us} ar saledes
en ortogonal méangd och alltsa, enligt sats 4, en ortogonal bas for H =
Span{uy, ug, us}.

le—f IquH—lf_:a llus|| = v/21.
B = u a* o, ——ug} dr en ON-bas for H.
{\/> 1 \/27 3}

Sats 5. Lat B = {u;...,u,} vara en ortogonal bas for ett underrum
W i R™. Lat y vara en vektor i W.

&1
Koordinaterna for y relativ basen B, [y]z = | ! | ges da av
Cp
s
Cj = 7y J
Uj . ’(,Lj

Om B &r en ortonormerad bas ges koordinaterna av

€ =Y
Bevis. Varje vektor y ar en linjarkombination av uy, ..., u,, sa att
y=ciuy+ ...+ cpun, (1)
for vissa tal c1,...,c,. Multiplicera (1) skaldrt med u;, 1 < j < n, sa
fas
n
Y-u; = Zciui cUj = CjUj - Uy
i=1
varav
_ Yy
Cj = .
Uj . Uj

Om B ér en ON-bas, sa ér u; - u; =1 och ¢; =y - uj;.

Ex.2.. Lat S, B och H vara enligt foregaene exempel och lat y =
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Nuharviatt y-ug =1-(=4)+2-940-54+(-1)-2 =12, y-uy = 27,
y-usz = 21. Enligt satsen ar

. Man kan visa att y € H (Hur?).
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=2, 0= =3 ¢c3=2 =1.

dar ¢ = 5

Sats 11. Gram-Schmidt ortogonaliseringsprocedur. Lat W
vara ett underrum i R”. Da har W en ON-bas. Lat {ui,...,u,} vara
en bas for W. Satt

V1 = U
U2 - V1

V2 = U2 — U1
V1 - V1
Uug - U1 ug - U2

U3 = U3z — U1 — U2
V1 - U1 Vo - VU2
Uy U Uy V Up * Vp—

Vp = Up — P 1’1)17 P 2’027...71)71)17);0_1
V1 - V1 Vo - V2 Up—1 * VUp—1

Da &r {vy...,v,} en ortogonal bas for W och {vi/||v1]|...,vp/||vp||} &r

en ON-bas. Dessutom géller att

Span{v,...,vp} = Span{uq,...,u;} for 1 <k <p

Bevis.
1 -1 1 =3
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Ex.3. Lat A = 0 9 9 1 Bestam ortogonal bas for
-1 -1 -3 2
Col(A).
Ortogonalprojektion

I manga sammanhang har man ett underrum U av R™, och man vill
kunna dela upp en given vektor u € R™ som u = v’ +u”, dir v’ € U och
u e UL

Lat y # 0 vara en given vektor i R” och U = Span{y}. v’ € U omm
u’ = Ay far nagot A. For u € R™ existerar ett entydigt v’ € U sa att
w—u' =" €U+, Denna ges av

u = <w>yochu”uu/
y-y

Notera att v’ dr parallell med linjen U genom origo med riktningsvek-
tor y. Darfér 4r u’ en projektion av u pa U. Man anvénder ibland
beteckningen proj,u eller proj;u for projektionen.

Bevis. En enkel kalkyl ger att

U“y=W—M%y=uw—(uy)yy=
Y-y

Ex.4.



Sats 8. Satsen om ortogonal uppdelning. Lat W vara ett
underrum. Da kan varje vektor i u € R"™ skrivas , pa exakt ett sétt, som
en summa

u = u/ + u//

dér o &r en vektor i W och z #r en vektor i W. Vektorn u; kallas
projektionen av u pa W och betecknas &dven projy,u. Om {v1,...,v,}
ar en ortogonal bas for W sa beraknas vektorn v’ med projektionsformeln

, u-vp n U - Vg U - Up

u = U1 Vo + ...+
V1 U1 V2 * VU2 Vp * Up

" !
vp och " =u—u

Bevis.

Ex. Lat A vara som i tidigare exempel och y = Vi skall

= w N

bestdmma den ortogonala projektionen av y pa Col(A).

Sats 9. Satsen om bista approximation. Lat W vara ett un-
derrum i R™ och u en godtycklig vektor i R™. La u’ vara projektionen
av u pa W. Da ar ' den punkt i W som ligger narmast u. Med andra
ord galler att

[lu =[] < fju— ]|

for alla v i W med v # .

Ex.5. Bestim avstandet fran y € R? till planet W = Span{uy,us},
dar

-1 ) 1
Y= -5 , Ul = -2 , U2 = 2 )
10 1 -1

Sats 10. Om {v1,...,v,} &r en ON-bas for ett underrum W i R™.
Da &r
projyyy = (y-v1)vi + ...+ (¥ - vp)vp

Om U = [v1 vg ... vp], sa géller

projyy = UUTy for alla y € R™




Ex.6.

Sats 6. En m xn-matris U har ortonormerade kolonner omm UTU =

Def. En kvadratisk matris U kallas ortogonal om U~ = U7,
Sats 6’. En n x n-matris ar ortogonal omm den har ortonormerade
kolonner (< kolonner bildar en ON-bas i R™).

Sats 7. Lat U vara en m X n-matris med ortonormerade kolonner
och lat = och y vara vektorer 1 R™. Da géller:

o a ||[Uz|| = |||
o b (Uz) (Uy) =2y
ec (Uz) - (Uy)=0ommz-y=0.

Satsen innebar att om en avbildningsmatris U har ortonormerade
kolonner sa bevaras bade langd och vinklar mellan vektorer.

Def. Om A &r en m x n-matris och b € R™ sa ar en minstakvadrat-
16sning till ekvationen Az = b en vektor 2’ € R™ sadan att

[|Az" —b|| < ||Az — b for alla x € R".

Minstakvadrat felet ar ||Az’ — b|| da 2’ 4r minstakvadrat-losningen.
Ofta anvénder man istéllet kvadratiska medelfelet som &r ||Az’ —b||//n,
dar n ar anatalet ekvationer i systemet.

Sats 13. Minstakvadrat-l6sningarna till ekvationen Az = b dr samma
som losningarna till den (konsistenta) normaliserade ekvationen

AT Az = ATb



