DETERMINANTER

Mal: Du skall kunna berdkna determinanten fér en matris av god-
tycklig storlek och kunna forenkla kalkylerna med hjalp av satserna i
kapitlet. Du maste lira dig att fyrradiga determinanter och storre kan
endast berdknas med hjilp av utveckling. Du skall kunna tillampa Sats 4
for att avgdra om en matris ar inverterbar. Sats 4 bér Du kunna bevisa.

Determinanten av en 2 x 2-matris A definieras som

a1 a
det(A) =det | " "2 = qa11a9 — aram.
a1 G22

Determinanter av n x n-matris definieras med hjilp av ”utveckling
efter rad 1”:

det(A) =ai det(Au) — a12 det(Alg) +...+ (—1)"a1n det(Aln)
(71)1+]‘a1j det(Alj)
=1

J
dér A;; betecknar (n — 1) x (n — 1)-matrisen som fas ur A genom att
strycka ut rad ¢ och rad j.

Sats 1 (3.1) Determinanter kan berdknas genom utveckling efter
vilken rad eller kolonn som helst dvs

n

det(A) =Y "(=1)"a;; det(Ay;)

j=1
(utveckling efter rad 4) eller
det(A) =Y "(=1)"a;; det(Ay;)
i=1

(utveckling efter kolonn j)

Om vi rdknar ut vilka termer som ingar i determinanten sa ser vi att
varje term ar en produkt av n element, ett element ur varje rad, ett ur
varje kolonn. Skriver vi de i ordning a4 j,, @2j,,. . Gn,j, sa far vi att

det(A) = Z sign(fi, ..., Jn)a1,j,024s - - - Gn j,,

dar vi summerar 6ver alla permutationer ji,7jo,...,J, av 1,2,...,n.
sign(j1,...,Jn) = 1 (= —1) om det krévs ett jaimn (udda) antal byte
far att aterfa 1,2...n ur ji,...,jn.

Ex.1.
aiq ai12 oo Q1p
0 9o as a22 ... Qop
det(A) = e " = a1
Gng ... G
0 Anp2 ... Qpnp

Vi gor en utveckling efter kolonn 1.

a1 0 N 0
ag1 9o as a22 ... Qop
det(A) = o " = a1

an2 oo Qpn
an1  an2 c.. Onp



Vi gor en utveckling efter rad 1.

Om man anvénder dessa resultat upprepade ganger far man
Sats 2(3.1) Om A dr en trianguldr matris sa blir det(A) produkten
av diagonalelementen.

Sats 3(3.2) Om B erhalls av A genom en elementér radoperation
sa galler

a. En multiple av en rad i A adderas till en annan rad: det(B) =
det(A).

b. Tva rader byter plats: det(B) = — det(A).

c. En rad i A multipliceras med A: det(B) = Adet(A).

De elementara radoperationerna svarar multiplikationen med ele-
mentara matriser. Determinenten av en elementar matris E; av typ 1
(denna svarar addition till en rad en annan rad multiplicerad med kon-
stant) &r 1; determinanten av en elementéar matris av typ 2 (vilken svarar
radbyte) &r —1 och determinanten av en elementéir matris av typ 3 som
svarar radmultiplikation med A # 0 &r A. Satsen kan alltsa reformuleras
som

Sats 3’ Om B = EA , dir E &r en elementér matris sa &r det(B) =
det(E) det(A).

En kvadratisk matris A kan alltid reduceras till en trappstegsform
U med hjéilp av radaddition och radbyte (ej sklaning). Om r &r an-
talet radbyten sa enligt Sats 3 det(A) = (—1)"det(U). Eftersom U
ar trianguldr, blir det(U) produkten av diagonalelementen. Om A &r
inverterbar blir alla element pa diagonalen pivotelement och dérmed
skilda fran noll. Annars r minst ett diagonalelement lika med noll och
det(A) = (—1)"det(U) = 0.

Detta visar foljande

Sats 4 (3.2) En kvadratisk matris A ar inverterbar omm det(A) # 0.

Sats 4 (3.2) och Sats 8 (2.3) ger att
det(A) = 0 omm A : s kolonner &r linjért beroende;
det(A) =0 omm A : s rader ar linjart beroende.

Sats 5 (3.2) For en godtycklig kvadratisk matris A géller
det(A) = det(AT).

Av detta foljer att en determinant kan férenklas &ven med kolonn-
operationer.

Sats 6 (3.2) Om A och B ar n x n-matriser sa &r
det(AB) = det(A) det(B).

Varning! det(A + B) # det(A) + det(B) i allménhet.

Bevis. Om A inte ar inverterbar sa blir inte produkten AB heller,
ty annars (AB)C = I {6r nagon matris C' och darmed A(BC) = I vilket
medfor inverterbarhet av A. Detta visar att satsen dr sann da A inte
ar inverterbar: det(A) = 0 och det(AB) = 0 enligt Sats 4. Om A &r
inverterbar dr A radekvivalent med identitetsmatrisen I och det finns
en foljd av elementéra matriser E1,..., E, sadana att A = E, ... E1l =
E,E,_1...E;. Upprepad anvindning av Sats 3’ ger nu

|AB| = |E,E,_1 ... E\B| = |E,||Ep1] ... | E1|| B]
=...=|E,E, 1...E||B| = |A||B]|






