MATEMATIK
Chalmers tekniska hogskola

Tentamen

Hjidlpmedel: utdelad ordlista, ej rdknedosa
Datum: 2005-03-19 kl. 08.30-12.30

Linjir Algebra M, TD, V, Z , Losningar

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsa utan motiveringar.
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(b)
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Bestdm alla egenvérden och egenvektorer till matrisen A = { 4 9 ] (4p)

Loésning: Egenvirden ér 16sningarna till karakteristiska ekvationen det (A — AI) = 0.
Egenvérden -1 och 3.

Egenvektorer &r icketriviala 16sningar till (A — AI)x = 0.
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Antag att en partikel ror sig i ett kraftfilt och att dess ldgesvektor x satisfierar

Egenvektorer till egenvirdet -1 &r x =1 [

Egenvektorer till egenvirdet 3 ar x =1 [
(3p)
differentialekvationen x'(t) = Ax(t) diar A &r som ovan och x(0) = [ _11 ] .

Los detta begynnelsevirdesproblem.

Losning: Losningarna till x/(t) = Ax(t) drx(t) = ¢ [ _12 ] e e [ _13 ] et
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Begynnelsevillkoret x(0)
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16sning dr ¢y = 2, co = —1
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3. Anpassa med hjilp av minsta kvadratmetoden en rét linje y =a+b-t (6p)
till féljande data

ti |2 -1

vi | -2 1

0 1
0 3

Berikna ocksa medelfelet.
OBs: Om X &r minsta kvadratlosningen till Ax =y och n &r antalet métdata,
sa dr medelfelet € = ||AX —y||/v/n

Losning: De fyra métningarna ger upphov till fyra ekvationer y; = a + b - t;. Pa

1 -2 —2

, a R o
matrisform A [ b ] =y dir A= 1 0 ochy = 0
1 1 3

Ekvationssystemet saknar losning varfor vi bestdmmer bésta linjen med minsta-

Z ] — ATy alltsa till

kvadrat-metoden och bestdmmer losningen till AT A [

ENIH!

o a| 16
Detta har 16sningen [ b ] =5 [ 7 ]

6 7
Den bésta linjen har alltsa ekvationen y = R + gt.

1 2v/5
Medelfelet 4r — ||A — =vV0.8=2——.
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4. Planet x1 + z2 + 23 = 0 spénns upp av vektorerna vi = [ 1 -1 0 ]T och (6p)

vy = [ 2 0 -1 ]T. Bestém en ON-bas for planet och sedan matrisen for projek-
tionen av en vektor x pa detta plan.

Losning: Bestdmmer forst en ortogonal bas for planet, antingen genom Gram-

Schmidts metod eller med hjélp av [ 1 1 2 ]T som ar normal till planet.
Med u; = v; och ug = vo — ﬂ’i‘i% u; far vi
1
w=[1 -1 0] ochup=[1 1 —-1]"
En ortonormerad bas far vi genom normering.
_ 1 T _ 1 T
by=—5[1 -1 0] ochby=—2[1 1 —1]".

B = {b;, by} ér alltsa den sokta ON-basen.
Projektionsmatrisen kan vi nu bestdmma pa flera olika sétt.
Projektionen Av en vektor x pa planet W ér xy = (x-b1) by + (x-ba) ba.

I detta samband kan vi antingen lata x vara en godtycklig vektor x = [ r1 Ty X3 ]T,
beridkna projektionen och identifiera matrisen. Eller berdknar vi projektionen av
vektorerna i standardbasen och far kolonnerna i projektionsmatrisen. Eller kan vi
skriva om sambandet till x;y = BBTx dér B dr 3 x 2-matrisen B = [ b: by ]

Projektionsmatrisen ar alltsa

1/vV2 13

| VR VR R S B
M = 16*6 _11//{/% [1/\/§ 1/V3 —1/\/3}_6 _1 b2

5. Avbildningen T : Py — P4 definieras av (6p)

t
T = [ nis)(s+ 1)ds.



Tolkning: For att forsta uppgiften ar det lampligt att konkretisera. Tag dérfor en
vektor i Py, alltsa ett polynom p( ) av grad hogst 2 och beridkna T'(p(t)). Med p(t) =
1+2 har vi T(p(t fo (1+5%)(s+1)ds = f()t(1+s+52+s3)ds =t+3t24+ 1344t
som alltsa &ar en Vektor ilPy
(a) Visa att T &r en linjir avbildning.
Losning: Om p(t) och ¢(f) &r tva polynom sa ar T'(p(t) + q(t)) = fg(p(s) +
q())(s+1)ds = [5(p(s)(s+1)+q(s)(s+1))ds = [5 p(s)(s+1)ds+ [ q(s)(s+

Dds = T(p(t)) +T(q ())
Om c dr en skalér &r T'(ep(t) fo ep(s)(s+1)ds = cfo s)(s+1)ds = cT'(p(t)).

Ovanstaende likheter &r dlrekt utnyttjande av rakneregler for integraler.

Vi har alltsa att T'(p(t) +q(t)) = T(p(t)) +T(q(t)) och T'(cp(t)) = cI'(p(t)) for
alla skalirer ¢ och alla vektorer i Po. Saledes dr T linjér.

(b) bestdm matrisen M for T relativt baserna B = {1,t,t*} och
C = {1,t,t%,¢3,t*}.
Losning: Avbildningsmatrisen M ges av

M=[[T(b)], [Th)], [T(bs)],]

T(by) = fy1(s+1)ds =42+t [T(b) ], =[0 1 5 0 0
(bz) o s(s+Dds =365+ 5% [ T(b) ], =
fo (s+1)ds = gt*+3t3. [ T(b3) ], =[0 0 0 § ;
Avblldnlngsmatrlsen ar saledes:

O ONI= = O
QW= O O
WO O O

(c) Bestdm koordinaterna for T'(1 — 2t + 3t2) i basen C med hjilp av en matris-
multiplikation med M ovan.

0O 0 O 0

1 0 0 1 1

Losning: [ T(1 — 2t + 3t?) ]c = % % 0 92 | = _%
T 1 1

Oos gL’ ]

00 3 1

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &dr sanna respektive falska. Du behéver inte  (6p)
motivera dig. Ritt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op
totalt.

(a) Om en utdkad matris reduceras till trappstegsform och sista raden i denna &r
[ 000 70 ] sa dr det associerade ekvationssystemet inte l6sbart.

Svar: Falskt

(b) Om A &r en 3 x 4 matris sa kan avbildningen x — Ax inte vara en-entydig
(injektiv).
Svar: Sant

(c) Om A ocb B bada ir inverterbara n x n matriser sa ir x = A~ B~! en losning
till matrisekvationen AX = X B.
Svar: Falskt

(d) Det dr mojligt att konstruera en 3 x 4 matris A sadan att dim Col A =2 och
dim Nul A = 2.
Svar: Sant



(e) Om kolonnerna i en n x n matris dr linjért oberoende sa maste ocksa raderna
vara det.

Svar: Sant

(f) Om Ax-Ay =x-y for alla x och y iR", sa maste kolonnernai A vara
ortonormerade.

Svar: Sant

7. Formulera och bevisa Pythagoras satsi R".
Svar: Formulering: se sats 2 i kapitel 6.1.
Beviset dr en del av resonemanget fore satsen:

I+ y* = (x+y)(x+y)=... = xx+yy+2xy = [x|* +[ly]]* & xy =0

Lycka till!
C-HF

(6p)



