MATEMATIK Hjilpmedel: inga, ej heller riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2006-01-13 kl. 08.30-12.30

Losning till tentamen Linjir Algebra E/M/TD/Z

Betygsgranser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5.

1 Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsa utan motiveringar.
Skriv svaren tydligt och i ordning pa (om mojligt) ett blad.

(a)

3 -1 -1
Vad ér determinanten for matrisen 0 -3 0|7 (2p)
-2 3 2
Svar: -12
. 3 4 .
Matrisen { 1 3 ] har egenvérdet 1. Ange en motsvarande egenvektor. (Zp)

Svar: [ 2 -1 ]T
Avgor vilken/vilka av matriserna som &r inverterbara:

1 0 1
1 -2 1 2
A:[ },B:[ },C: 11 1]. (3p)
-2 4 -2 5 L1 0

Svar: B och C &r inverterbara, inte A.

3 9 -1 71
A &r matrisen | —2 —6 0 -6 1. (3p)
1 3 2 71

Matlab-komandot >> B = rref(A) ger resultatet

B:

OO =
S O W
O = O
O NN W
_ o O

Ange rangen for A samt en bas for nollrummet till A.
Svar: Rank(A) = 3, bas for Nul(A)ar{[ =3 1 0 0 0]", [ -3 0 =2 1 0]"}

1 1 0
Ange inversen till matrisen A= 0 1 0 |. (2p)
0 0 1
1 -1 0
Svar: A='=|0 1 0
0 0 1
En linjir avbildning F fran R® till R? avbildar [1,0,0]” pa [2,3]7, [0,1,0]” pa [0,1]7
och [0,0,1]7 pa [2,—1]T. Ange avbildningsmatrisen for F. (2p)
2 0 2
Svar: A—{S 1 _1}

Till resterande uppgifter skall du lAimna in fullstindig 16sning, alltsa vil motiverat!

2 (a)

Los, enligt metoden med utokad matris, ekvationssystemet (3p)
T1+3r9+4x3 = 5
To +2x3 = 1
1+ 4(E2 + 7.’E3 = 1
1 3 415 1 3 415
Losning: Utokade matrisen [ A|[b ] =10 1 1|1 [~ |0 1 1|1 |~
1 4 711 01 3|—-4

[134‘5] [100‘9/2}
o1 111 I~101 0l 7/2



(b) Bestédm 27 med hjilp av Cramers regel.

Lésning: 21 =D;/DdirD;=|1 1 1 |=9o0ch D=

5 3 4

— o
>~ =W
N
Il
[N}

1 4 7

Svar: x; =9/2

3 Lat matrisen A = [ 92 ]

2 6

(a) Bestim samtliga egenvérden och egenvektorer till A.

4 Beriikna (med minsta kvadratmetoden) en approximativ losning till ekvationssystemet

Losning: Egenvirden dr losningar till karakteristiska ekvationen: det(A — AI) = 0.

det(A — \I) = 9 7)2\ 6_ i = A% — 15\ + 50. Egenvéirden 5 och 10.
Egenvektorer &r icketriviala l6sningar till Ax = Az
Az =5z &

dz1 +222 = 0

200 4+2x9 = 0

& x9 = —2x1, Egenvektorer ¢ [ 1 -2 ]T, t#£0.
Az =10z &

-1 + 2%2 = 0

2!1)1 — 4$2 = 0

& x1 = 2x4, Egenvektorer ¢ [ 2 1 ]T, t # 0.
Svar: Egenvirde 5, egenvektor [ 1 -2 ]T
Egenvirde 10, egenvektor [ 2 1 ]T

Bestidm en formel for A*.

k
1 2 5 0 1 -2
e k 1 1 =
Losnmg.A—\/g[ 9 1}[0 10} \/5[2 1}

233‘1 — T2 = 2
xry — 21’2 = —4
21’1 + 21’2 = 6

Berikna ocksa medelfelet.

OBs: Om X &r minsta kvadratlosningen till Ax =y och n #&r antalet métdata, sa ar

medelfelet € = || A% — y|| /v/n

Losning: Minsta-kvadratmetodens l6sning till Ax =y #r 16sningen till AT Ax = ATy.

2 -1 2
Minsta-kvadratmetodens 16sning till | 1 —2 [ zl } = | —4 | &r alltsa losningen till
2 2 2 6
[2 12] f:; [xl}[2 12} _i
-1 -2 2 - To -1 -2 2 6
e 11 |— 9 0 -| |- X1 -l |- 12 -| e e

(3p)

(3p)

(3p)

(6p)



2 -1

2
é 5}
Denna I6sning ger Ax = | 1 -2 3| = _§
2 o
2 2 | %
22
g
Medelfelet € = || A% — y|| /v/n == || 73 +4 H /V3=2/V3
=—6

Svar:

T = %, z9 = 2 medelfel € = 2/\[

5 Med P5 menas det linjdra rummet vars element ér reella polynom av grad hogst 3. Avbild-
ningen T :P3 — P3 definieras av T'(p(t)) = p” (t) + p(t)

(a)

Bestim avbildningsmatrisen med avseende pa den naturliga basen & = {1,¢,t2,t3}.
Losning: Mg = | [ T(e1) }g [ T(e2) ]g [ T(es) ]g [ T(es) ]g ].

T(e) =T(1) =1=e1, T(es) =T(t) =t = ez, Te3) = T(t?) = 2 +1* = 2e;1 + e3,
T(e4) = T(ts) =6t + 3 = 6e; + €y,

Svar: Mg = 8

Bestim avbildningsmatrisen med avseende pa basen B = {1 +t,t + 12,12 + 3,3}

Losning: T(b)) =T(14+t) =1+t="by, T(by) =Tt +1t>) =2+t + 1> =2+ by,
T(bs) =T(t*+13) =2+ 6t+t2+t3 = 2+ 6t + by, T(bs) = T(t3) = 6t + 1> = 6t + by.
For att uttrycka T'(b;) i basen B behéver man nu kunna uttrycka 1 och ¢ i denna bas.

Man kan da anvinda basbytesmatrisen g£ B vars kolonner &r [ b; ]

.
100 0
P_llOO
EEBT 1011 0
00 1 1

100 07" 1 0 00

-1 1100 -1 1 00

DaarB!jg:(S‘]jB) “lo 11 0 =l 1 -1 10

00 1 1 1 1 -1 1

Hér kan man ldsa av att 1 = e; = by — by +bs — by och t = e3 = by — bz + by.
DéérT(bg):2+b2:2(b1—b2+b3—b4)+b2=2b1—b2+2b3—2b47
T(bs) = 2+6t+bs = 2(by — by +bs — by) +6(by — by + by) + by = 2b; +4by — 3bs + by
och
T(b4) =6t+ by = 6(b2 — b3+ b4) + by = 6by — 6b3 + Tby

1 2 2 0

Svar: Mg = 8 _; _é _g
0 -2 4 7

Ange sambandet mellan de tva avbildningsmatriserna med hjalp av transformations-
matrisen for basbytet (B — &).
Med hjalp av basbytesmatriserna ovan har vi att

P P

Mp = pgMeg -
1 0 00 10 0 0 1 0 0 10
-1 1 00 1100 -1 0 0 0 1
Ms=1 1 1 1 o|M |1 10| 1 -1 10 00
-1 1 -1 1 00 1 1 -1 -1 1 0 0

0 -1 4 6
0 2 -3 -6
0o -2 4 7

0
1
1
1
1 2 2 0
Berdkning av matrisprodukten ger Mp =

O = O N

(6p)

_ o o O

O O = =

O = = O

_ -0 O

_ o o o



6 Avgor vilka av foljande pastaenden som ar sanna respektive falska. Du behdver inte motivera (Gp)
dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op totalt.

(a)

7 (a)

(b)
()

Alla ekvationssystem med farre ekvationer d&n obekanta har parameterlosning.
Svar: Falsk

Om A &r en 5 x 3 - matris sa ér rangen for A hogst 3.
Svar: Sann
Om A &r en kvadratisk matris med det A = 0 sa dr A = 0 ett egenvérde till A

Svar: Sann

Om en matris A &r diagonaliserbar sa dr A symmetrisk.
Svar: Falsk

Om A dr en m X n - matris och B en m x 1 - matris sa har ekvationssystemet
AT AX = AT B minst en l6sning.
Svar: Sann

Om A &r en m x n - matris och B en m x 1 - matris sa har ekvationssystemet
ATAX = A" B hogst en l6sning.
Svar: Falsk

Definiera vad som menas med att en méngd av vektorer i ett vektorrum &r linjért
oberoende.

Bevisa att varje méngd, bestaende av n linjirt oberoende vektorer i R™, spanner upp
R™.

Definiera vad som menas med en bas for ett underrum av ett vektorrum.

JC-HF

(1p)
(4p)

(1p)



