Losningsforslag tentament TMA945
Tillampad optimeringslara 980309

1 a) Variabler:

= { (1): (;nmn:;:skm J anvands 1k
y;= antal enheter som tillverkas i maskin 7,7 =1,...,4.
Modell:
minimera f(z,y) = 400z, + 1000z4 4+ 600y3 + 300y4 + 4y1 + 6y2 + 2y3 + Sya
da
y1 < 200024
Yo < 40002,
y3 < 1000z3
ys < 300024

0.9y1 + 0.95y5 + 0.85y3 4+ 0.92y, > 5000
x] S {071}7j: 1;---;4
y; >0, heltal,j —1,...,4

b) (Ett exempel) Vi kan tédnka oss att nér vi observerar utfallet i andelen
defekta enheter producerar vi nagra extra enheter i samma maskin, alter-
nativt kops det resterande behovet in utifran. Det senare alternativet kan
modelleras salunda:

Lat &; vara sannolikheten for defekt produkt i maskin j, och infor en ny
variabel, z, som anger det ytterligare antalet enheter som behover kopas
in. Vi antar att varje variabel §; ar oberoende och att vektorn ¢ tillhor
nagon méngd W av mojliga utfall w. Vi skriver &; = &;(w). Vi antar att
varje enhet som maste kopas in kostar ¢ kronor. Eftersom ocksa z ar en
stokastisk variabel dr den extra kostnaden ¢(w) - z(w). Foljande modell
uppfyller efterfragan med sannolikhet 1, till lagsta forvantade kostnad.

Minimera f(z,y, z) = 400z1 + 100025 + 600x3 + 30024 + 4y; + 6y2 + 2y3 +
5ys + Eelq(w)z(w)]



da

y1 < 200024
Yo < 400025
y3 < 100023
Y4 < 300024

[1—&(w)]yn + [1 — E(w)]yz + [1 — &(w)]ys + [1 — &(w)]ys + z(w) = 5000

2, >{0,1},j=1,...4
y; > 0,heltal, 7 =1,...4
z(w) > 0, heltal

Med en lamplig diskretisering av utfallsrummet W kan detta sedan konvert-
eras till ett vanligt heltalsproblem, dar olika utfall ges olika sannolikheter.

Se sats 6.1, sid. 150 i Nash & Sofer.
Se sektion 5.3.4 i Nash & Sofer.

(=) trivialt
(<) Antag att det finns en 16sning till olikhetssystemet som uppfyller

Zaijxj < b;, for nagot 7. Adderas olikheterna till varandra fas da att

j=1
Z Z ;T < Z b;, vilket ar en motséagelse.
i=1 j=1 i=1
3. f(z) := 4x; + 6z — 222 — 2z179 — 222 har Hessian-matris V2f(x) =

-2 —4
vex, och det tillaitna omradet, S = {x € R?|z; + 225 < 2; 21,29 > 0] dr en
polyeder (en konvex méingd), giller olikheten

f@) < fly)+Viy) ' (x—y) Va,yels,

som anvands for uppskattningar av det optimala malfunktionsvardet i Frank-
Wolfe metoden.

{ —4 2 ], som dr negativt definit. Eftersom f ddrmed ar (strikt) kon-

Iteration 1: zy = { 1?3 } ;Vf(rg) = {g:;li :Ziz } = [ zl)) } och
fzo) = 31/2.

Los

s (9) = o)+ V7o) (0 — ) = 31/2+ | | ] o ]-115]]

=3/2+y + 3y



oy m;zmy):m/z

. Optimala malfunktionsvérdet tillhor intervallet (31, 43].

m=vn= (3]0 [F]
f(a:6+ﬁpl):f<1T_£,1T+£>:31/2+€_§:w(€)

) =1-0=0= 01, xlz{?].

[teration 2: f(x1) =4 f(z.) € [4,41/2].
V() = { ; }
Los

max z(y) = f(z1) + Vf(z) (y — 1) = 4 + [ 2 ]T [ - }

bes
=242y + 2y

=>y2={(2)};22(y):6

menen=[3]-[4] - 4]

oy +4ip0) = f(20,1 = 0) =44 20 — 602 = p(¢)
PUl)=2-120=0=0=1/6 x5, =(1/3,5/6)T.
Iteration 3: f(zy) =41/6 . f(xx) € [41/6,41/2].
Vf(zz) = { ; }
Los

I;léig{ z3(y) = f(x2) + Vf(@)T(y —x3) =21/6 + y1 + 2y

g = H] eller {g];z;),(y)zéll/ﬁ.',' Fls) = 41/6

Optimum: =, — (1/3,5/6)7; f(z.) = 41/6.




4. Fas I: Infor slackvariabler s, s9, s3 > 0 och artificiella variabler ¢y, as > 0.

Minimera w = a; + as.

Startbas: s1,a1,as; w=7

Basbyte: sj,a1,21: w=>5/2

Basbyte: si, 9, 23; w = 0. Red kostn. > 0.
Byte till fas II: maximera z = x1 — 3x9
Startbas: sq,x9,x1; 2z =—1

Basbyte: s3,x9,71; 2z =0 Red kostn. < 0.

.= (3,172, =0.

5a) minw = 500y; + 460y, + 420y3

da  y1+3y2+ys >3

2y, +4y3 > 2

Y2 + 2yo > 95

yi, Y2, y3=>0
T.ex.

y = (5,0,0)" — w = 2500
y=(3,1,00" - w=1960
y=(0,5/2,1/2)" — w = 1360

z = (460/3,0,0) — z = 460
z = (0,0,230) — z = 1150
z = (0,105, 230) — z = 1360

b) * = (0,5/2,1.2).

I. (Dual tillatenhet) yi +3y;+y; =8>3
2yt + +4y; =2

Y1 + 2y, =5
y*>0. OK

II. (Komplementaritet)

iy +3y5+ 3 -3) =0= 2] =0
x5 (2y; +4y;—2)=0— ——
)

(
o5( i + 2y 5 = — ——
yi( x4 205 — af—500) =0 = ——

ys( xh + 4ah —420) =0 — x5 =105. OK
III. (Primal tillatenhet)

w7+ 205 + % = 440 < 500 OK
z* > 0. Klart



6 a) For differentierbara funktioner f och konvexa méngder = géller foljande.
7, lokalt min till f pa x = Vf(z,)T(x —2,) >0 Vz e X.
Lat z,; > 0, och valj godtyckligt j # ¢. Bilda den tillatna l6sningen

0 for index ¢
v =4 zj+z; forindex j
xy for ovriga index k
Fran ovanstaende fas da att [%jj) — %ﬂz*)]x;" >0, d.v.s.

of(x") _ 0f(x")
03@- - al'j '

b) Vi noterar att (1) funktionsberdkningar &r dyra, att (2) otillatenhet &r
acceptabelt. En mojlig metod ar att vélja en tillrackligt stor straffparam-
eter for bivilloren och pa det obegransade. Straffade problemet, anvanda
en Newton-likhande descentmetod, dér (1) derivator berdknas numeriskt
m.h.adifferenskvoter, och (2) “Hessianen” justeras sa att den &r positivt
definit.

7 a) KKT-villkoren:

V() — Z \iViti(z) =0

A>0i=1,....m
Xigi(x) =0,i=1,...,m
gi(x) >0,i=1,...,m

Dessa ar nodvandiga far lokalt optimum om t.e.xdet existerar en inre punkt
(ett = med g;(z) > 0,Vi).

De ar tillrackliga for globalt optimum om f ar konvex och g;,i =1,...,m,
ar konkava, d.v.s. problemet ar konvext.

Bevis: Lat (z*, \*) uppfylla KKT-villkoren, och vilj en godtycklig tillaten



16sning, x. Da foljer:

) 2 fa) + V4 @ - o) (f komves)
flz*) + zm; NiVti(x)) (- x¥) (KKT 1)
> 0)+ YN lnlo) = o) 0. ok
=)+ > o) (V> 0, 2 tillaten)
> f(x7). Z:

b) Den logaritmiska barridrfunktioen ar

fl@) =) _log(gi(w)), p > 0.

Lat 2!, x? vara sadana att g;(z') > 0, g;(z*) > 0,Vi. Valj X € [0, 1].
gi konkav = g;(Az! + (1 — N)z?) > Ag;(z!) + (1 — X)gi(2?)
Lat ¢;(s) = —log(s).

¢; ar avtagande = ¢;[gi(A\xt + (1 — \)a?
<

6ilAgi(2h) + (1 = N)gi(=?)].
¢; ar strikt konvex =

dilAgi(z') + (1 — N)gi(2?)] <
Agi(gi(x)) + (1= N)gs(gi(2?)), X e (0,1),
gi(z") + gi(2?)

Anledningen att konvexiteten hos barridrfunktionen ar av intresse ar att
den ska minimeras for olika varden pa p: dess stationaritet &r tillracklig
for globalt min for funktionen, och stationaritet ar vad standardmetoder
garanterar.



