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Uppgift 1
(Linjar optimering)

Betrakta LP-problemet

minimera z = 3z + 29
dé le + 2x2 Z ]-7
2]31 + i) S 2,
T ) T2 2 0.
(2p) a) Los problemet pa korrekt sitt med hjéalp av simplexmetoden, dvs. med hjélp av
bade Fas I och Fas II.
(1p) b) Antag att vi byter ut det forsta elementet i hogerledet (ettan) mot en parameter

d € R. Uttryck problemets optimala virde som en funktion av d. Ledning: Det
ar acceptabelt att anvanda geometrisk 16sning i denna deluppgift.

Nagra matrisinverser som kan vara till nytta vid 16sandet ar
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Uppgift 2
(Linjar optimering)

Vi har ett problem av typen

minimera ¢z,
da Az >0,
x>0",

med A € R™*" och A har full radrang.

Din kamrat Kalle sdger sig ha fatt en gudomlig ingivelse, och har funnit en optimal
16sning till problemet. Kalles 16sning innehaller m + k nollskilda variabler, och vi vet
darmed att den ej ar en baslosning.

(2p) a) Hur gor du for att kontrollera att Kalles 16sning stdmmer utan att anvanda
simplexmetoden, eller nagon annan metod for att Iésa ett LP-problem? Du
kan anta att problemet har en unik dual optimallosning. Beskriv din metodik
noggrannt.



(1p)

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)

L AUIN L AAIVILULN

TMA946/MAN280 — TILLAMPAD OPTIMERINGSLARA 2

b)

Vi antar att du i foregaende uppgift lyckas kontrollera att 16sningen verkligen ar
optimal. For att visa dig pa styva linan infér Kalle 6nskar du ta fram en optimal
baslosning (till det primala problemet). Hur gér du detta utan att anvinda
simplexmetoden, eller nagon annan metod for att l0sa ett LP-problem? Beskriv
din metodik noggrannt.

Uppgift 3

(Yttre straffmetod)

Betrakta det begriansade problemet att

1
minimera f(z) := §(xf + |z2|?) — 22,

da T :0,

dar p > 1 ar en konstant.

a)

Formulera KK T-villkoren for detta problem. Finn KKT-punkt(erna) och motsva-
rande Lagrange-multiplikator(er). Ar KKT-villkoren tillrickliga for global opti-
malitet i detta problem? Ledning: Utnyttja att (|z2]?) = pxo|ze| 2.

Formulera ett obegransat optimeringsproblem genom att overfora bivillkoret till
malfunktionen via den vanliga kvadratiska straffunktionen. Los det obegriansade
problemet for varje varde pa straffparametern o > 0, och anta att p = 2. Ledning:
Utnyttja att |zq]? = 23

Kommer optimallosningen x till det straffade problemet att konvergera mot en
optimal 16sning till problemet ovan nar o gar mot odndligheten?

Upprepa fragan i b) for fallet p = 1. Ar det mojligt att applicera gradient-
baserade metoder (till exempel brantaste lutningsmetoden) for det straffade prob-
lemet i detta fall?

Uppgift 4

a)

b)

Definiera begreppet “konvex funktion pa R".” Ge, for en (1) gang differentier-
bara funktioner, en karakterisering av begreppet som utnyttjar gradienten av
funktionen (giltig i C'). Ge, for tva (2) ganger differentierbara funktioner, en
karakterisering av begreppet som utnyttjar Hessianen av funktionen (giltig i C?).
Bevisa, for minst en av dessa, att karakteriseringen ar korrekt.

Betrakta problemet att

minimera f(z),
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dar f ar en gang kontinuerligt differentierbar (i C') och konvex, men inte strikt
konvex, n = 5000, och vi har en ganska god aning om var optimum finns. Vi
vet att det finns ett optimum, ty f modellerar en energifunktion, som &r ickeneg-
ativ, och f(x) gar mot odndligheten nér normen av x véxer mot odndligheten.
Rekommendera en algoritm for detta problem; var kritisk och motivera ditt val.
Om sa behovs, stall nagra ytterligare fragor om problemet till Er sjalv, och ge
rekommendationer beroende pa svaren.

c) Antag att vi vill 16sa en f6ljd av LP-problem med varierande hogerled:

minimera 2z = ch,

da Az > bk,
x> 0",

for, k = 1,...,10, dvs. tio olika problem. Vart och ett av problemen ar my-
cket stort och fordrar en timmes 16sningstid da vi anviander CPLEX, det béasta
kommersiella programpaketet for linjar optimering. Hur skulle Du 16sa dessa tio
problem pa det mest effektiva sattet?

Uppgift 5
(Modellering)

Din uppgift ar att konstruera en trycktank for att forvara 1000m? kvive (volymen ar
vid en atmosfars tryck). Tryck och volym &r relaterade till varandra med den vélkdnda
formeln

pv =y,

dar p ar trycket, v ar volymen och ¢; dr en konstant. For att tanken skall ga in i en
standardcontainer far den totala langden inte 6verskrida 5.87m och den totala bredden
inte overskrida 2.34m. For att klara trycket byggs tanken som en cylinder med halvklot
till &ndar (se Figur 1).

Varje halvklot far da en yta av 27r?m? och en volym av 2/37r3m3. Den cylindriska

delen far en yta av 27rlm? och en volym av 7r2lm3. Godstjockleken hos tanken maste
uppfylla
YURS S d7

dar d ar tjockleken hos godset och ¢y ar en konstant.

Formulera problemet att minimera det material som atgar till att bygga tanken da den
passar in i en container och uppfyller kravet att kunna lagra den efterfragade volymen.

Néar ni beraknar godsvolymen kan ni anta att denna ges av tankens area ganger god-
stjockleken.

Uppgift 6
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Figure 1: Bild pa trycktank
(Global optimalitet for konvex optimering och LP)
Betrakta det konvexa problemet att
minimera f(z), (1)
da gi(x) >0, i=1,...,m, (2)
r e X, (3)
dar f: R" — R ar konvex, ¢g; : R" — R, i = 1,...,m, ar konkava funktioner och X ar

konvex.

a) Definiera det Lagrangeduala problemet vid Lagrangerelaxering av bivillkoren (2).
Formulera och bevisa den Svaga Dualsatsen.

b) For det primala och det duala problemet, ange de globala optimalitetsvillkoren.
Bevisa att om de ar uppfyllda i en primal-dual punkt, sa léser de bada respektive
det primala och duala problemet och stark dualitet galler.

c) Antag nu att f(z) =c'z, g;(z) =alx—b,i=1,... . myoch X ={z € R" |z >
0™}, dvs. vi betraktar ett LP-problem. Ge dess LP-dual och visa att det sam-
manfaller med det Lagrangeduala problemet i a). Ge ocksa optimalitetsvillkoren

for linjar optimering och visa att de sammanfaller med de globala optimalitetsvil-
lkoren i b).

Uppgift 7

(Forbattrade optimalitetsvillkor for obegransad optimering)
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Betrakta ett obegriansat optimeringsproblem for minimering av en tva ganger kontin-
uerligt differentierbar funktion f av en variabel.

Det existerar ett “gap” mellan den forsta och andra ordningens nodvéndiga, och andra
ordningens tillrackliga, krav pa lokal optimalitet i detta problem. Till exempel, bade
forsta och andra ordningens nédvindiga villkor dr uppfyllda for funktionen fi(z) = 23 i
z = 0, vilket inte &r ett lokalt minimum. A andra sidan uppfylls inte andra ordningens
tillrickliga villkor for funktionen fy(z) = x* i x = 0, trots att det ar ett strikt lokalt
minimum.

Om funktionen f &ar deriverbar odndligt manga ganger ar det mojligt att analysera
hogre ordningens derivator och gora gapet mindre mellan de nodvandiga och tillrackliga
villkoren.

a) Visa att foljande villkor &r nédvindigt for att z* skall vara ett lokalt minimum
till f: antingen ar alla dess derivator i x* 0 eller ocksa existerar det ett jamnt
heltal n > 2 med

fl(z*)=0,..., f*D(@*) =0, och f™(z*) > 0.
Ledning: Utnyttja att motsatsen leder till en motsagelse.

b) Visa att foljande villkor ar tillriackligt for att z* skall vara ett strikt lokalt mini-
mum till f: det existerar ett jamnt heltal n > 2 med

Fia)=0,..., f" V(@) =0, och f™(z*) > 0.

c¢) Visa att det fortfarande finns ett gap mellan de nédvindiga och tillrdckliga vil-
lkoren. Ledning: Betrakta funktionerna

_6_1/12 om x < O
s ’ 0 omx =0
fi(z) =40, omz=0, och folz)= ell/”ﬁ2 |

T annars,
e /7" annars,

som bada ar odandligt manga ganger deriverbara.

Lycka till!



