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Î�¦ � ~���� �('*) �,+.-/�#01�32

f(x1, x2) := 2(x1 + 1)2 + 8(x2 + 3)2 + 5x1 + x2.

ÍÓ|�Ð � ����¥��9~�������}C��������� � � ������y� É��~C�L���l�L�C~����L�C�L��y§~.|dy��¨ÈÉ���q~C��yÇ²´���(��~����U�ÍJ��y���~2��~C���tÐW¦ � ~,|d}�~&|d~¨~����ª�3����y§~C�
(10, 10)T

|dy��
(−5,−5)T

|����E�����|��E��yª�C���(�±��~,|d}�~���y� 2�l����yU~8�d� � ����} �©�qyb�C�������L��¦^£��Ñ�8|d}C�b�q�����,�ª�3����y§~���p~����"�(��~����P���;�L��yU¥���}� ��/465±�Ñ� ��|dy � ��~C��},|d~�����y��±|d}C�Ê}C�LÛ§����}C�L��4
ÍJ�tÐbx � ~����"�3����y§~0����~,|d��y��L�Ü|dy®����~�����|d�Ç�l����yU~�ÍJ ������[|d��� � ��}q���P�©|d��� � Ð74
Í��ÑÐ98�� � ���U�L�0È±���q~C��yÇ²´�0�(��~����U�Ü|d��� | � �0�L��yU¥���}� ��Ê��y;:
<>=0��~C��},|d~�����y?4

Ò^¦ � ~���� �('*) �,+.-/�#01�A@HÍ�B0���C��yU��}C�U�,«l²´�;�J��y���~�����ytÐ
f(x1, x2) := 100(x2 − x2

1)
2 + (1 − x1)

2.

ÍÓ|�Ð � ����¥��9~�������}C��������� � � ������y� É��~C�L���l�L�C~����L�C�L��y§~.|dy��¨ÈÉ���q~C��yÇ²´���(��~����U�ÍÓ|d����¥���}C�C����y��*ÐW¦ � ~,|d}�~�|d~�~������3����y§~
(−1.5,−1)T

¦©£��©� |d}C�����q�����,�¨�3����y§~���P�L� ~����"�(��~����P���0�L��y§¥���}� ��/465É�©� ��|dy � ��~C��},|d~�����y��±|d}C�³}C�LÛU����}C�L��4
ÍJ�tÐbx � ~����³����y���~�����yÜ�L��y§¥��W��4�x � ~����Ê����~,|d��y��L�Ü�l����yU~±|2 ������[|d������~��������C4
Í��ÑÐEDE���P���C�¨�,���(�¨��~,|d}�~���y� Æ�l����yU~C�±��y � ����}É�Ñ�qy®~C�ª��~���� � ~������(��~����U���©²�3���[|L¥P������}©¦

Ø^¦ � ~���� �('*) �,+.-/�#01�GF

f(x1, x2) := x3
1 + 2x3

2 − 27x1 − 6x2.
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ÍÓ|�Ð � ~,|d}�~(|d~p~����Æ�l����yU~
(0, 0)T

|dy��j�C����¥��Æ~����ª��}C���������
���C��y� å�C~C�L���l�L��~���L�C�L��yU~À|dy��ÊÈÉ���q~C��yÇ²´���(��~����U�ÆÍJ��y���~���~C���tÐW¦ 8�� � ���P�L�Çy���~ÀÈ±���q~C��yÇ²´��(��~����P�¤�8��}�«�4å£�} � ~����Ú¯Ç��¥���y§�3��}� dÙU¬Ú|d}CÛU�[|d}C�^~��(�P�^� Ö �©|d~�����yÞ|dy����~���� � ~��[|d~;�(��~����P�N²´�q�3���[|L¥P������}©¦
ÍJ�tÐ � ~,|d}�~®|d~ß�,���(�H|d}�����~�},|d}���� � �C�����C��y¼�l����yU~C�©¦ 5É�©� ��|dy � �C~,|d~�����y[|d} ��3����y§~C�;��� � ��� Ö y���4 8������C�Ü«U��y����;�d�.��~,|d~�����y[|d} � �3����y§~C� 4

£ �����C�"�q���&�q���C��~C�&����| � ����}�~�����};��| � ~C�L��~;~����"��~�����}q����y���~�����y��©¦�£ ��� � |d}C��î
�����

f(x1, x2) := −5e−
x
2
1+x

2
2

10 +4e−
x
2
1+x

2
2

100 −5−
(x1−5)2+(x2+4)2

10 −5−
(x1+4)2+(x2−5)2

10 −

4−
(x1+4)2+(x2−5)2

100

�����
f(x1, x2) := −4e−

(x1+2)2+(x2+1)2

10 + 4e−
(x1+2)2+(x2+1)2

100 + 0.01((x1 + 2)2 +
(x2 + 1)2) + 0.01x1

��	��
f(x1, x2) := (x3

1 − x2)
2 + 2(x1 − x2)

4

��
��
f(x1, x2) := −5 cos(0.2(1 +

x2
2−0.5

x2
1+0.5

) + 0.001x4
2 + 0.003x4

1 + 2x1

����
f(x1, x2) := 2(x2 − x3

1)
2 + 0.1(x1 + 2)2 + 0.5x2

2 + x2
1x

2
2

h¡oqitr�»t»3½��Ýu;v2w�r[i3o;sCv2k.Á uqm�rts,ÃÄsCÅÀo rtsCu0v���������������½zw�� m �
rts,ÃÄsCÅÀo rtsCu0v!�bu"u#"�$ªu&%
xzyÚ~������³�[|d}�~É�d�E~�������|d�Ç� � ���¡|d}C��~C�ª���,��¬Ú.£q¯ÇÉ°É²´�³����~����&���Ñ|d~�����y¡}C����~���y��L�³~C��C����¥��Ê�C���(�³y���y�����y��©|d}±��}C���������(�©¦
'�:)( =+*l£ �����É�[|d}�~³�d�9~����¨��|d�������������®�3�¨��}C���[|d}C�L�Ú� � ����}�������|d~���y� �~�����¢"¢"£�L��y��^��~�����y��"�Ó��}"~����(�W�^��}C�����,�p��}C���������(�©¦ 8¡�p�[|L¥�����}C�©|d~C�L�H|dy¡�W��|d�&�����(~C�������©����©�#¬Ú|d~���|d�Ç²´���L��y��C~�},|d��y��L� �&��y����&���Ñ|d~�����yÇ�-,�ºlêRë ä µ�ët�E�E��}�«^�©¦ xzyÞ��}C����}Æ~C�í��y^Õ����}C��~,|dy��j~������L���&��|dy��N�n��~p���p�������^�J��� ~C�å}C�©|��j¬Ú|d~���|d�Ç²´�(��������|d�3����~&��~ßÍJ~ � �l�

. ¹§ç�¶/,�ºlêRë ä µ�ë^ÐW¦
0n��|d�&������î

min f(x) := 2x2
1 + x2

2�©¦ ~©¦
x1 ≤ 1
x2

1 + x2 ≥ 2£ ���ª���21��L��~���¥��(����y���~�����yH���� ���¥���yH��y ~���� Ö ����·^¹23R·4,65�ºN��|dy��¡~����Æ�L��y���~�},|d��yU~C����y·^¹73d·4865�º3¦�£����C����¥��³~����¨��~�����};��}C���������(�©� � ���ßy��L�L�ß~C�&��}C�©|d~C�Ê�����&����|d} Ö ���L�©¦
8¡�"y��©���©|d���N�J�&��y��L��yÜ� � ������y� &~����Ê�L���&��|dy��

9;:=< ì < ¹>, < µ@?U·§¶)?U· < ç§æRº^èU¸^æ>ACBC,�ºlêRë ä µ�ëED2F ·�¹73R·7,&F <29HGIG A <29 A <29 A <J9 A <J9 A <29 A <29 A < F ·^¹23R·48=FLK
Ø



�q�����C�Æ�(�©|dy��9~��[|d~E�E�;�q���C�(~C�Ê�&��y����&���©�0~����q����y���~�����y�~C�L��~Ï������~,|d}�~���y� p|d~
(0, 0)T

�������y� &y��p����y��©|d}q��y��LÛ§�[|d����~ � �L��y���~�},|d��y§~C�©��y��p����y��©|d};�LÛ§�[|d����~ � �L��y��C~�},|d��y§~C�©�[|dy��by���l����y����E��y&~����q¥�|d}���|d�����L�Ñ¦�Í 8¡�q~�}C�©|d~
x1 ≤ 1

|��E|É ���y���},|d��y���y�����y��©|d}E�L��y���~�},|d��yU~©¦ Ðé±y��L�®~����Ú�C����¥���}b���Æ����y���� : �q�����³�L��y§~,|d��y ~����Ú����~�����|d�³�l����yU~©�8ì ~����å����~�����|d����21Ï�L��~���¥��E¥�|d�������R|dy��2ç§ædºPèP¸Pæ;~����9¯�|d �},|dy� ��E�¨����~�����������}C�©¦�����}À~�������~�����}�¥�|d}���|d�����L�©��C�L�Ê¬å|d~���|d�Ç²´�;������� Ö ���L�©¦�����}±�W��|d�&��������~C�(�C�L�Ê~����Ê¯�|d �},|dy� ��Ê������~�����������}C�±����};~����y���y�����y��©|d}0��y��LÛU�[|d����~ � �L��y���~�},|d��y§~C�Ñ���q}���~C�
ç§æRº^èU¸^æ&5CêRë^¹���ë^µ�ë^ç�êÑë65
����������������

Î�¦ �É��¥���y����;~����"��}C���������

max f(x) := x1 − 2x2
1 + 2x2 − x2

2 + x1x2

��©¦ ~©¦
x2

1 − x2 ≤ 0,
2x1 − x2 ≥ 0.

ÍÓ|�Ð � ����¥��"~����³��}C��������� ������y�  ,�º3êÑë ä µ�ël¦
ÍJ�tÐ � ~,|d~C�É~����³¢"¢"£Þ�L��y��^��~�����y��©���W��|d�&��y��É~����³�L��y§¥��W�^��~ � �d��~����É��}C���������|dy��b¥���}��Ì� � ~��[|d~0~����Ê����~,|d��y��L�Ü�C������~�����yÜ���0|�����:������
	���<��	���	ß¦

Ò^¦ �É��¥���y����;~����"��}C���������

min f(x) := x1

��©¦ ~©¦
(x1 − 1)2 + (x2 + 2)2 ≤ 16,

x2
1 + x2

2 ≥ 13.
� ����¥��®~����ß��}C��������� ��}C��� |d~����©|��C~ Ö ¥��®��~,|d}�~���y� í�3����y§~C�Ñ¦ �³�L�C��}����3�ß�q�[|d~�[|d���3��y��©¦ 8������C�Ü�3����y§~0���q~����"�3�L��~;��y��/4D |dy � ���ß ��[|d},|dy§~C�L��~��[|d~;~������q���|������������������ �!��"#� 4 ����yÚ�3����y§~C�³~C�Æ~�} � |d}C� (1, 1)T, (0, 0)T, (3.7, 0)T

|dy��
(−1,−1)T

¦
h¡oqitrH»[»t»3½ �Ýu;v2w�rtilo;s,v�k.Á uqm¨rls,ÃÄsCÅÀo rtsCu;vb½qmÆk.v�o "Ïr�$ÃÄkÀr&%2u"Á�w
D8��y���������};~����"��}C��������� ~C�

minimize f(x),�����21��L��~q~C�
g(x) ≤ 0m,

'



�q����}C�
f
|dy��

g
|d}C�q�L��yU~���y§��������� � �^�ÌËN��}C��y§~���|d�����q�J��y���~�����y��©¦�{À��y[|d��~ � �(��~����P���9|d}C� ���y���},|d��� � �d�3��y��8�d�t~z�E�¨�^�ÌË3��}C��yU~.«U��y����©î�=���( =�����:���|dy�����<�( =�����:��.�3��y[|d��~ � �(��~����U���©������l��y��^��y� ß��yÚ�Ì�9~����2�(��~����U���³ ���y���},|d��� �  ���¥��&|dy®��y^�Ó�©|����������p�d�E��~�}�����~�� � ���©|�����������C�LÛ§����y��L�³�d�Ç��~C��},|d~�����y��3����y§~C�©¦�8¡�±�[|L¥��³���&�������(��y§~C�L����y��É�(��~����P�ª�d�À�©|��C�b«U��y����yÜ¬®.£q¯�±°³¦xzy¡��}C����}¨~C��}���y�~����&��}C�� �},|d�(�©� � ���í�������������(�©¥��&�J}C���#~����(�^��}C�L��~C��} �jádâ§ã~C�j~������^��}C�L��~C��}����L� áRâUã�� ¹�¶^æ Í��W�P~C��}�����}ß�3��y[|d��~ � |d�� ���}���~����ªÐb��} ádâ§ã�� ç^êR¶^æ ÍJ��y^Õ~C��}�����}��3��y[|d��~ � �8��}(��y§~C��}�����}Æ�l����yU~©�E|d�� ���}���~���������}(����y��©|d}ª��}C�� �},|d�&�&��y� UÐW¦ °8��~��|d�� ���}���~����(�É|d}C�"��~,|d}�~C�L�ß� � ~ � ����y�  8Pµ&��yÜ¬å|d~���|d�Ç²´�;�L���&��|dy��ß�q��y����Ñ�Ê¦È±��~C�;~��[|d~.~����q��}C���������(�E|d}C�  ���¥���y(�q��~���~����q�L��y���~�},|d��y§~C�8��y2Ô

≤
×ÓÕÓ�Ó��}��ß���q�������ÈÉ|����PÙ � �d�Ó��}0���L�C��}����3�L�q~����"�(��~����P���q������y� �~����ÉÔ

≥
×ÓÕÓ�Ó��}��ß¦£ ��� =���( =�����:��Æ�l��y[|d��~ � �(��~����U� Í�Ôz�l��y[|d��~ � �(��~����P�P×Ü��y È³|����^Õ � �d�Ó��}*Ð&�8��}�«P��q��~��ß~����"}C����|R��|d~�����y

minimize
x∈<n

f(x) + ρkψ(x),

�q����}C�
ρk > 0

|dy��
ρk → +∞

�q����y
k → +∞

�^|dy��ª~����0�3��y[|d��~ � �J��y���~�����yÆ���8~����Û§�[|��^},|d~����Ê�J��y���~�����y
ψ(x) :=

m
∑

i=1

(max{0, gi(x)})
2 .

£ ��� ��< ( =�����:����3��y[|d��~ � �(��~����P�ªÍ�Ôz�[|d}�}�����}��(��~����P�P×.��y�È³|����PÙ � �d�Ó��}*Ðl�E��}�«^�Ç�q��~��~����"}C����|R��|d~�����y
minimize

x∈<n

f(x) + µkφ(x),

�q����}C�
µk > 0

|dy��
µk → 0

�q����y
k → +∞

�l|dy��Ú�q����}C�2~������l��y[|d��~ � ����y���~�����y���q~����³����y���~�����y
φ(x) := −

m
∑

i=1

log(−gi(x)).

xzy¡��}C����}¨~C�ß|L¥�������yU���(��}����©|d�9��}C���������(�¨��y��p���C�[|d��� � ����~C�"~����&�,�LÛ§����y��L�L� ρk|dy��
µk
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� ��< (�*�	9���®�©|dy®�C�[|dy� ���~����¨�C~,|d}�~���y� ��3����y§~;�Ó��}0~�����|d�� ���}���~���� � � �(�U�^�Ì� � ��y� ~�����¥�|d}���|d�����L� :��	� 3R·�æ�
§·j|dy�� :��� 3d·^æ�
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¹ : ædºP¶�ç§¹ � ç^êRë G�� 5�º
minx1 + 3x2,

�©¦ ~©¦


















x1 + 2x2 ≥ 2,

x1 − 3x2 ≤ 2,

−x1 + 3x2 ≤ 12,

x1, x2 ≥ 0,

¹ : ædºP¶�ç§¹ � ç^êRë G�� 5�º
minx1 + 3x2,

�©¦ ~©¦







































































































1x1 + 1/10x2 ≥ 1,

1/2x1 + 1/9x2 ≥ 1,

1/3x1 + 1/8x2 ≥ 1,

1/4x1 + 1/7x2 ≥ 1,

1/5x1 + 1/6x2 ≥ 1,

1/6x1 + 1/5x2 ≥ 1,

1/7x1 + 1/4x2 ≥ 1,

1/8x1 + 1/3x2 ≥ 1,

1/9x1 + 1/2x2 ≥ 1,

1/10x1 + 1x2 ≥ 1,

x1 ≤ 20,

x2 ≥ 0.

�



¹ : ædºP¶�ç§¹ � ç^êRë G�� 5�º
minx2,

�©¦ ~©¦







































































































1x1 + 1/10x2 ≥ 1,

1/2x1 + 1/9x2 ≥ 1,

1/3x1 + 1/8x2 ≥ 1,

1/4x1 + 1/7x2 ≥ 1,

1/5x1 + 1/6x2 ≥ 1,

1/6x1 + 1/5x2 ≥ 1,

1/7x1 + 1/4x2 ≥ 1,

1/8x1 + 1/3x2 ≥ 1,

1/9x1 + 1/2x2 ≥ 1,

1/10x1 + 1x2 ≥ 1,

x1 ≤ 20,

x2 ≥ 0.

� �� ���� � �>� � ������� ��� �

¹ : ædºP¶�ç§¹ � ë^ç G�� 5Óº
minx2

1 + x2
2,

�Ñ¦ ~©¦










x1 ≥ 2,

x2 ≥ 1,

1/2x1 + 1/4x2 ≤ 2.

¹ : ædºP¶�ç§¹ � ë^ç G�� 5Óº
minx2

1,

�Ñ¦ ~©¦










x1 ≥ 2,

x2 ≥ 1,

1/2x1 + 1/4x2 ≤ 2.

�



¹ : ædºP¶�ç§¹ � ë^ç G�� 5Óº
minx1 sin(x1) + x2 sin(x2),

�©¦ ~©¦






















x1 ≥ 1/3,

x2 ≥ 3/4,

x1 − sin(x2) ≥ 0,

x2
1 + x2

2 ≤ 5.

¹ : ædºP¶�ç§¹ � ë^ç G�� 5Óº
min(x1 + 1)2 + 1/2x2

2,

�©¦ ~©¦










x1 ≤ 3,

x2 ≥ 0,

1/8x3
1 − x2 ≥ 0.

�


