Losningsforslag till tentamen TMA946/MAN280 Tillampad
optimeringslara 010523

1 a) Infor slackvariabler

= minz = 2T — T9

da 21’1"‘1’2—51:3
—X1 + T + So =2
x1, %9, 81,82 = 0

Infor en artificiell variabel och 16s fas I

min a

da | 221 +29— 81 +a=3
—ZL’1+ZL’2—|—82 =2
T12,512,a >0

Pa matrisform:

min a
T
wl2 1 -1o1 201 T3
2111 0 10 LT 2
S2
a

Vilj a, sy som bas

;»B:“] 2]3%:{3}@@:[1 0]

N N O B 10 2 1 -1

¢ =cy—cgBTN=[0 0 0]—]1 O]{Ol 11 0 |7
=02 -1 1.

Lagst reducerad kostnad har x; — x; blir inkommande.
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gor min ratio test. y = B~ A, = { (1) (1] } { _21 } - [ _21 }

(B~'b)k

utg = argminy ;- g = forsta basvariabeln

ar utgaende c dr forsta basvar)

Vi far ny bas ss,25. Da a ej ar kvar i basen har vi a = 0 = vi har en
tillaten bas. Ater till ursprungsproblemet.

min 2z, — 2

Ty
2 1 -1 0] |x [3
Da[—ll 0 1] sl_[Q}
S2
Vi har basen x4, so =
[1 0] (z2 1)
12 _
cp=[2 0B= S o S [-1 0
-1 1 2 B—lb—l[?’]
=11
1Ifro]l[1 —1
T _ T T “InT — [ _ + _
¢ =cy—c¢ BB N=[-1 0]—]2 0]2{12][10} (-3 2]

= x5 blir inkommande.

111 0 1 112
_ply  _* _ -
= w1 ]3] 5[5

.. . . . . (B~1b)y
GOr min ratio, ut = argming, ,, o= —"

= ut = 2ty% <3

= basvar 2, dvs s, ar utgaende.

Ny bas 1, o

_ B B 2 1 T _1_1 1 -1
cg =12 1]B {_1 I]CN 0 0]B —3{1 2}
11
-1 _ *
B 5_3{7}
111 -1 -1 0 1

T _ T _ Tp-1n _ B 4 _
¢ =cy—cgBTN=[0 0]—[2 1]3{1 2}{0 1]— 1 4]



¢’ > 0 = basen ar optimal.

Vi far )
xB—B_lb:§{;},sl,32:O.
T -1 1 1 -5
med z = cgB~'b =2 —3]5{7]:?
Kontroll:
1 7 9
T1+ Ty st3=3 3>3 OKmeds; =0

1 7 6
—ZL’1+ZL’2:—§+§:§:2§2 OKmedSQZO.

Kontroll: for o = 3 (tidigare problemet) far vi z = (3 — 8) = 32 OKL.
Da ¢~ T ej paverkas av b ar basen fortsatt optimal om den &r fortsatt tillaten.

afla|_lla-=2
B {2}_3{a+4

> (01 en omgivining av a = 3.

d 1
hogerderivatan ar darmed det samma som derivatan: d—v(a) = 3"
o
.= [xl7x2a x37x4]T
Vihar | min[l.5 1 2 1z
. 1 01 1 1
da {0 11 —1} xz{m}
_ r>0 _
Duala problemet blir
clx max b’y
(min Az > b | primalt blir | ATy <c¢ dualt)
x>0 y=>0



max y; + 0.142

10 s
da 11 {yl]g 1
1 _1 y2 2
>0 L

Ritar vi upp detta far vi

Vi soker max y; + 0.1 + yo och far optimum i punkten y = (1.5,0.5).

Vi ser att alla duala bivillkor utom no 2 binder. Da det andra duala villkoret
ej binder vet vi att zo = 0.

Vidare har vi y;,y2 > 0 varfor de primala villkoren binder.



Optimala mangden ges alltsa av 16sningen till

11 1 e R
01 —1[[™] 7101

Ty
i 0 0.9
= |z3 | =al 055 | +(1—a)| 0.1 c<a<l
T4 0.45 0

b) Vi vet att x5 &r en icke basvar (ty motsvarande duala villkor binder €j).

Kvar finns z1, z3, x4 med mojliga baser

13 14 T34
R 4 [1 1 4, | 11
x1x4gerB—_O _1}:>B _[O _1}:>B b—{_o.l]}fO

= x1, x4 €] optimal bas.
O O S A A | 1, [09]
w3 ger B = 0 1}3 —{0 1 ]:>B b_{o.l_
=2=1[09 0 0.1 0] optimal bas enligt ovan.
11 L4 11 1 1 [ 055
T3xry ger B = B _1}:>B —5{1 _1}:>Bb = _0'45]
=ax=1[0 0 0.55 0.45] optimal enligt ovan.

Okar vi ¢; till 1.6 kan vi se i figuren att bivillkor 1 slutar att binda, varfor
vi far att 1 = 0 i en optimal 16sning, och den optimala basen blir z3x4
samt den optimala méngden x = [0 0 0.55 0.45].

3) Vi definierar index:

i,2 =1...3 Nummer pa arbetsplats.

k,k=1...2 Nummer pa telejack.
Samt variabler

x;,y;  Koordinater for arbetsplats i.

ik Indikatorvariabel, vardet ar 1 om arbetsplats ¢ ar ansluten till jack
k.
z Langsta avstandet till fonstret.

Vi far problemet : Minimera avstandet for simsta arbetsplatsen:

min 2 (1)



Da arbetsplatserna finns i rummet:
, Vi=1...3 (2)
, Vi=1...3 (3)

Da arbetsplatserna ej inkraktar pa varandra:
(i—z)? +(yi —y;)? >d* Vi=1...3,Vj=1...3,i#] (4)

Da sladden racker:

ton((2i — D + (y; — 2)2) <a} Vi=1...3 (6)

Vi maste ansluta varje arbetsplats till exakt ett telejack:

tii+tia=1 Vi=1..3 (7)
tin€{0,1} Vi=1.. 3 Vk=12 (8)

Vi skall se till att z ar ldngre &n avstandet till fonstret for den sdmsta
arbetsplatsen:

b—y, >z Vi=1...3 (9)

Hela uppgiften blir da minimera (1) under uppfyllande av (2) - (9) .

4a) Se figuren nedan.



5a) Problem:

Minimera Z fi(z;)
j=i

n
Da E rj=k | o
J=1

x; <LVj | 55,V
|
L xj Z O,V]
KKT-villkoren kan sammanfattas som foljer:
For varje y = 1,...,n galler att

;=0 = fi(zj) >a" och ;=0
r;€(0,1) = fi(xj)=a* och ;=0

v =1 = fi(2}) <a* och § fi(x})+ G5 =a,
>0

Dessutom: Z xf = k.

j=1
Lagrangefunktionen véljs till L(x, o, 3) = X; f;(x;)
—a(Xjz; — k) + X;6;(z; — 1); KKT fas ur

QLo f) | L) o
8xj 8xj
IL(z, o, B) OL(z, o, B) OL(z, o, B)
= < R N — . <
° B 0, 95, <0, 95, B;=0,6,<0
) E.I'] = k

b) Antag att brytpunkten, dvs det j for vilket r > k intréffar, ar j*. Det
géller da enligt algoritmen att 27 = 1 for alla j = 1,2,...,j* — 1 och att



Satt a* = —cj*. Vi uppfyller darmed att

j=1,...,7" =1 a*=1och fi(z}) =c—c¢; < a dvs ¢; > ¢ for j < j*
(foljer ur sorteringen).

j=j* zje €[0,1] och fi(z}) = —¢j = —a*

J=7% x5 = 0 och fi(z}) = —¢; > a* = —cj. dvs ¢; < ¢;- for
J > j* (foljer ur sorteringen).

Jg=1,...,7" — 1, sitt 35 :oz*—fj’»(m;) = —cj++¢; >0
J=j*sitt g7 =0
Vi xxxx darmed samtliga KKT-villkor!
6a) Vf(z*)=0*
b) Det existerar A, > 0™ med
o Vf(zx*)= A"\
e \['(Az —b) =0
samt Zx, > b.

7. LP-dualen &r: minimera w = b%'rx
da | A*m>c
>0

Starka dualsatsen: Om ett av de tva problemen (primalen eller dualsat-
sen) har en optimallésning, sa har det andra det ocksa, och de har samma
optimala malfunktionsvérde.

Berak. Vi utgor fran att primala har ett optimum. Den har da en aoptimal

tillaten beaslosning (sats 4.1-3). Vi skriver den som z* = [ iB ], med
N

A= (B N)ochC = [ go } D4 ar zp = B~'b. x* 4r optimal om och
N
endast om ¢y — cE BN < 07, dvs ¢5B7'N > CF,.

Sitt 7 = (B~ Ycp, dvs ()T = LB~

Ar 7* tillaten i dualen?

(7)'A=CLB™Y(B N)=(CL cEB7IN)> (5 &) =c", dvs A*n* >
c. Galler 7* > 07 For primalen stackvariabler géller att

¢ <0, dvs 0 —cLB '™ = —cEB ' = —(7*)" <.
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o * ar tillaten 1 dualen.

Galler bT7* = cTx* Ja, ty
e =cla* =ckB b= (7")"b = w*.

Corollary 6.2 till svaga dualsatsen (Sats 6.1) ger att z* och 7* ar optimala
i primalen respektive draker.



