Tentamen i TMA945 Tillampad optimeringslara 980819

1. Matematisk modell:

x; = antal enheter som kors i process j,7 = 1, 2;

= antal halvtimmar som fotomodellen anlitas

maximera f(z,y) :=50(3z1 + tza) — 3(x1 + 2x2)
— 2(2%1 + 31’2) — 5000y,

da x4+ 229 < 20,000,
22y + 325 < 35,000,
31y + 5y < 1,000 + 200y
120,20 20,0<y <

2. Antag att xq,...,z,, ar startbas. Infor ett extra bivillkor

zn:.ijM, M < 0.

j=m+1

Lat s vara slackvariabel i villkoret. En baslosning &r (z1,...,%m,s). En
dualt tillaten baslosning skapas nu som foljer: valj som inkommande bas-
variabel x;«, dér j;» € arg min{¢;[j = m +1,...,n}. Om ¢;« > 0 ar den
nuvarande basen redan dualt tillaten, annars valjs s som utgaende bas-
variabel. Nya reducerade kostnader ér 0 for xy,..., 2, ¢ — ¢j+(< 0) for
Tmt1,--., Ty oCh —Cj« for s, och alltsa géller att den nya basen &ar dualt
tillaten.

Detta ar ekvivalent med stora M-metoden. Det framgar till exempel genom
att studera dualen till det nya problemet.

[p]  minimera f(z) = c'x

da Az =10 1:(1,1,...,1)T
1Te < M
x>0

har ett dualt problem som ar ekvivalent med LP-problemet.
[D”]  maximera g(y,a) := by — Ma,

da ATy —1la <e,
a>0



och de tva pivoteringarna ar dualt ekvivalenta, ty att prirotera in a i [D"]
sa att hogerledet (¢) blir positivt r precis detsamma som att pivotera ut s

P[]

Fall . {Vf(z")} — 0", {a'} och {f(2")} divergerar.
Exempel: f(r) = —logz;{z'} — oo, {f(z")} — —o0,{f'(z")} — 0

Fall IT: {V f(a")} — 0™, {z'} divergerar , {f(a")} konvergerar.
Exempel: f(z) =1/z;{a'} — o0, {f(z")} = 0,{f(«")} =0

Fall ITL: {V f(z")} — 0", {z'} ar begransad, {f(z")} dr begransad.
141/t, ¢udda
—1—1/t tjamna

{z'} har tva hopningspunkter, +1, och {f(z")} har tva hopningspunkter
+2/3,

Exempel: f(z) = 32° — z;a2' = {

Fall IV: {Vf(z")} — 0", {«'} &r begrdnsad, {f(z")} konvergerar.

Exempel: f(z) = 2* — 1; 2" som ovan; {f(z%)} — 0.

Fall V: {Vf(a")} — 0", {2'} och {f(z")} konvergerar.

Exempel: f som ovan, 2 — 1+ 1/t
[ en baslosning (xg, xy) géller att

BXp+NXy=bs Xg=B'v— B 'NXy. Om zj(j € N)
okar fran noll fas darfor att

[ ]

€

.. o _1'
Qi a; ar kolumn j i NV och "ij[ B a]}

e; or den j:te enhetsvektorn €;

I baslosningen géller ocksa att den reducerade kostnaden &r
CYy =Cy—CLB'N.
Vi har nu att
Cij = (CB, CN)ij = —C%:B_laj + C']:\F,ej
= Cj — CEB_ICL]‘ = Cj.

Att vilja minsta virdet pa C; #r alltsd detsamma som att vilja minsta
vardet av p;.



b)

Inkommandekriteriet ar skalningsberoende, och beror till exempel pa langden
hos varje halvlinjes riktningsvektor p;. Ett skalningsoberoende matt &r i
stallet

{Cij

min
o5l

JEN

A

. Antag att £ € X. Konvexiteten hos f ger att

f(@*) > f(@) + V(@) (a" = 2) = f(2) + V@) (@ - 2)
= f(&). Alltsa ar & € z*, och X < X* giller.

Antag att £ € X*. Konvexiteten hos f ger att
x A NT (o A
M2 G i b = 9@ = v - ) 20

Men den omvanda olikheten géller ocksa, eftersom

e X =Vf@)(z*-12)>0 : o :
e X = Vi) (G —a*) >0 enligt optimalitetsvillkorer.
Alltsa galler att [V f(z*) — Vf(2)]" (2* — ) = 0. Vi far da ur konvexitet-
solikheten

f(@) = f(@") + Vf(a")" (& - 2")
att Vf(z*)T (2—2z*) = 0 maste galla, ty f(2) = f(z*) géller och V f (x*)T (2—
x*) > 0. Fran konvexiteten hos f fas nu att f(z) > f(z*) + Vf(z*)" (x —
r*) = f(&) + Vi) (x — 2),Vo € X, ty f(2) = f(z*). Alltsa ar
Vi) =V [(z).
Alltsé &r & € X, och z* = X géller. ]

Los LP-problemet med malfunktionskoefficient ¢* + \,, dar p = C* — C2,
och 16s forst for A = 0.

Givet optimalbasen B bestdms det hogsta vardet for A for vilket optimalitet
bibehalls: vi skall ha

(C]2v + )\pN)T — (C}B + )\pB)TB_lN S 0<
Apy —ppB'N) < —(C¥ = CFB™'N).

Av intresse ar de i for vilka (pl, — pLB7IN); > 0. Vi far:

_ . { B (C¥ —C%4'B
(pN pBB lN)

3

V), (pk — pEBTINY; > 0}.



Det index ¢ som ger min motsvarar den inkommande basvariabeln vid bes-
bytet som sker da A > A. Om inget index ¢ finns betyder det att basen
ar optimal for alla A > 0, annars pivoteras till en ny optimal bas ar nadd,

varefter forfarandet upprepas fran néista aktuella virde av A\(A).

Kompromisslosningarna bestar av de optimala 16sningar som passerats da
A har andrats fran 0 till 1.

b) Geometrisk 16sning ger att
o= [g] for A€ [0,1/2]
. 2 .
= {4} for X e [1/2,1]

7 a) Brantaste lutningsmetodens sokriktning ges till exempel av min V f(z*) " p+
1/(27)||pl]?, ty forsta ordningens villkor ar att Vf(z!) + (1/7)p = 07,
dv.s. p = —yVf(a!). Motsvarande p fran min Vf(z")Tp da |p]|] < A
fas genom att betrakta det ekvivalenta problemet min V f(z%)Tp. Efter-
som malfunktionen da ||p||* < AZ &r linjar ar bivillkoret med nodvindighet
bindande, varfor vi far att, for nagot A > 0,

Vi) +2X0-p=0"eller p=—1/2\)V f(z"),
dvs samma riktning som minus gradienten av f i z! i bada fallen.
b) 1. Ett ekvivalent problem &r

miny (p)

di p]]? < A2
forsta ordningens nodvandiga krav ger att

Vib(p) + Ap = 0", dvs
Vi) + V2if(a")p+ Ap = 0", eller
V2 (&) + A["]p = Y f(a).
Andra ordningen nédvandiga krav ger att
V2 f (") + M™ &r positivt semidefinition 7.

II. Om A = 0 fas att p ar Newtonriktningen. Da X 6kar mot oo fas i stéllet
en sOkriktning som i limes &ar brantaste lutningsriktningen. (Det forra
hander om A; ar start nog medan det senare intraffar niar A; blir
allt mindre. For att se det kan man anvénda relationen A; > ||p|| =
I(V2f (') + ATV f(2)]].)

Fordelen med en trustregion ar att medan en sokmetod fixerar sokningen
sa far den hér variera (med A;) sa att metoden béattre anpassas till
problemets egenskaper.



