Tentamen inledande matematisk analys
for F1 (tma970), 08-08-21

uppg.1
a) lim prine — lim e*n2)® — 0ty \/Tlnz — 0 da z — 0..
b) lim :c(xlm) — lim " e —

z—0+ z—0+

o )2 2
ty Inz — —o0 och 2" = e®)” — o0 da 2 — 0-.

¢) lim (=Inz)" = lim (lnt)% = lime™ 7 =0
x—0+ tffi,oo t—00
ty ln(lnt) Tt . lnl(rllntt) 0.0 d&t— oo.

svar: a)1  b)0 c¢) 1]

uppg. 2

__ xsinhxz—coshaz
f(.’[) - (cosh z)?

a) f dr jimn och ndmnaren > 0, vi betraktar alltsd bara > 0 och téljaren

g(z) =zsinhz —coshz: g(1)=1(e! —el—el —e ) =—e"1 <0,

2 2 O O O P s P 7§
g(3) = %(% (e% —e_%> —e3 —e_%) = i(e% —56_%) =<7 (e=5) >0
ty €3 > 23 > 5. Eftersom g ir kontinuerlig si ger s.o.m.v. att det ﬁnnb minst
ett 2o € [1,2] dér g(z¢) = 0(= f (20)), i sjilva verket ar zo € |1, 3[. Vidare
ar g stringt viixande och dérmed injektiv pa ]0,00[ ty ¢’ (z) = sccoshx > 0 for
x > 0, g antar alltsa viirdet 0 hogst en gang. Det visar att f har precis ett
nollstélle i [0,00[ ( f <01 [0,20[, f > 01 ]xg,00[ ) och ett i ]—00,0] (f jamn).
& 5 x sinh z+cosh x 2z(e”—e™" e
b) For x> 0 0 < |f (¢)] < =simhocenhs _ 200 ) (0 caedr | 2
L<e? :et2t+l>ttyet ar konvex eller ty h (t) = €' ftzh(())flz
h'( )=et—1>0 for t > 0 ger att h &r stréingt viixande pa [0, oo]

T<4e§z + 21) dz &r konvergent [= [—8e~ % — 267I] =10},

o2
0

alltsd, #r f |f ()| dz och dirmed f f (z) dz konvergent.

_ : _  sinh x
c) [ Coshldz =[part. int.] = ﬂUCOth + [ (cosha)? >dx, alltsa dr

fa;bmhw COthdxi[ T ]SO:O hmm—*hm((,x'+):0~

cosh z
cosh z) T—00

svar: @) 2 ¢) 0]



uppg. 3
[ (z) = arcsinz + (22° — x) V1 — 22 &r udda, Dy = [-1,1] [Darcsin = [—1,1]]

a)FC')r—1<:l:<1arf’(:l:)=\/1177+(6x2—1)\/1—x2—%:
127 71’2 — 1}4 ‘/132 1271?4
= (o) (1at) 2ot 8 ) 8x2y/1 — 22 > 0, det visar att f &r

1—x2 V1—z2
injektiv (stringt viixande) pa [—1,1] ( f &r kontinuerlig).

Df~1 (%) = % dér f (a) = arcsina+a (2a% — 1) V1 — a?; vi ser att a = \/Li’
s () -tyi-2

b) Vi vet redan att f viixer stréngt fran minsta viirdet f (—1) = —7 till storsta
virdet f (1) = 5. For 0 <z < 1 ér f” (z) = 162v1 — 22 — \/% =
>0daz <y/2
= 8—36(2—2302—:52) = 2 (2—:62) 3 , det och att f
V= Vi=e? 13 <0daz>,/2

ar udda ger att f dr konvex pa {—1, —\/g} och pa [O, \/g , [ dr konkav pa

{— \/g, 0] och pa [\/g, 1], 0 och :I:\/g ar inflexionspunkter.

arcsin[x)+x(252—1).fl—;
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c) For z > 04r f(z) > f(0) =0, alltsd

V@I-LO)] — aresing 4 (952 _ 1) /T — 42 Lo 1=1=0,
for z <0 ar f(z) < f(0) =0, alltsd

@I-LO)] — —aresing _ (952 _ 1) \/T — 22 o —1+1=0,

. . : . ") = lim E@I=1FO]
det visar att |f| #r deriverbar i 0 med |f| (0) = ili)l}) G =0.

xr—

d) Eftersom 0 < |f(z)] < F enligt b) och |f(z)| &r jaimn sa har omradet

mellan y = |f (z)| och y = § (= {(z,9) : =1 <z <1,|f (2)| <y < §}) arean

2fl (3 — (arcsinz + (22° — 2) V1 — 22)) da.



Losning 1: med partiell integration: f (arcsmac + (2m — x) v1-— x2) dx =

1

1,2\
= [zarcsinz + (32* — 22 )\/lfxz];ff (\/lw$2 - (;/1722 >d:c
0
( L +lx2\/1—x2)xda¢= 1 —a? =t =
Vi-zZ 2 xdr = —tdt

+f(1+ i )>m P+”—{H;—

Losning 2: med substitutionen x = sint: f (arcsmx + (2x — x) v1-— x2) dx =

Il
ol
|
Ot

==
uo

(SIE]
N\ﬂ

(t + (2 sin?¢ — 1) sin t cos t) costdt = f t cos tdt—f—j (cos2 t — 2cos? t) sintdt =
0 0

C%m\a

= [tsmt—l—cost—%cos3t+%cos5t]og:g—l%—%—%:g—

Arean ar alltsd 2 (g -5+ %) = :1%

Gl

’svar: a) % b) seovan c¢)ja d %‘

uppg. 4
a) Funktionen y = sinz &r striingt konkav i [0, g] och gar genom punkterna
[0,0] och [g, 1} , ligger alltsa stringt ovanfor sekanten genom dessa punkter som

har ekvationen y = %x; eller du visar det sa hér: for g (z) = sinx — 27‘” géller

o (my _ PN 2 >0 da 0 < 2 < arccos 2
9(0)=g(5) =0och ¢’ (z) = cosz 7r{<Odaau1rccos<x<
alltsa i 0 och 2 ett stréingt minimum, det visar att g (z) > 0 for 0 <z <3
(0<arccos2 <ty 0< 2 <1). wvsv

, g antar

b) Enligt a) giller for A > 0 och z € [0, Z] att 422 < Asinz, alltsa (e” &r

A
vaxande) 0 < e~ Asine < =227 och dirmed

jus
2

5
—Asinz —24, m  —24y _ —A .
e dx bf g {_2716 i =gz (1-e) <%

O =

-
2 s

eftersom sinz dr symmetrisk m.a.p. x = Z si dr [e A5y = [e~Asinzgy
0 jusy

2

NI

T . 0 . 5 .
formellt bevis: fe’AS“””dx =r—u=a]=— [e AWy = [e-Asinugy |
g £

2

[N

alltsa har vi fe_A“nxdx = fe_AS”“dm—l—fe_Asmxda: =2 [eAsinegy < X

[}

2

vsv  Anm: For 0 < A <1 &r det trivialt, ty fe*ASi”dm < f lde =7 < %.
0 0



