Tentamen inledande matematisk analys
for F1 (tma970), 07-08-22

uppg. 1

f (LE) _ (SiIl2 (l’) + 1) \/sin(2z)+1 _ ew/sin(2x)+1 ln(sinQ(z)Jrl) —
’ _ /sin(2z)+1 ln(sin2(x)+1) cos(2x) lIl(SiIl2(.’L’)+1) \/sin(2z)+12 sin(z) cos(z)
f (1’) ¢ \/sin(2x)+1 + sin?(z)+1

-f(5) _ 1
5

— = ) dvs

)

= f'(%) = e™?(—1n2); normalens ekvation &r Y

v=2 = Loeller (2In2)y—4In2 = x—Z [eller med sin (27)+1 = (sinx + cos )%

T—% 2In2

[ svar: x — 2In2)y =7 —4In2]

uppg. 2

477.
Vi visar med induktion att P(n) : ( 2: ) >3 ) ar sant for alla n € N:
n

| |
Obs: (20 )= Gt (2”)2‘.
n (n!) (2n—n)l  (n))
2 4 o
I. n=1VL= ( 1 ) =2> 771 = HL, P(1) ar alltsa sant.
II. Vi skall visa att for ett godt. p > 1 giiller P(p) = P (p+ 1), dvs. att

4p+l
( 2p+2 ) > #r sant om P (m) &r sant for allam, 1 <m < p:

p+1 2p+3
( 2(p+1) > 2p)!(2p+1)(2p+2) _ (2p)!(2p+1)2 _

ptl ((p+1))* () (p+1)
_<2p>(2p+1)2 - 49 2(2p+1) 4.2
B p p+1 P(p) dr sant 2p+1 p+1 _p—|—1
A\ P22 dan P

i vi tt > 4 1 visat att 1) a t):
i visar nu a P e (d& har vi visat a (p+1) &r sant)
4pr .2 4p+1 2 4

> = — > < 2p+3>2p+2
p+1” 2p+3 p+1” 2p+3 P P
och detta stdmmer, alltsa har vi visat P(p) = P (p+1).

III. Induktionsaxiomet ger da att P (n) &r sant for alla n € N. VsV

uppg. 3
f(z) =14 e(sinhz — zcoshz), f'(z) = —exsinhz.

a) f'(z) > 0 for alla = # 0, eftersom f &r kontinuerlig s& ger det att f ar
striingt viixande p& ]—o0, 0] och pa [0,00[ och didrmed injektiv pa hela R.



NN . >0,daxz <0
f'(z) = e(xcoshx+51nhx){ <0.daz>0"

f drstr. konvex i |—o0,0] och str. konkav i [0, co[ (origo dr inflexionspunkt).
Vidare giller

fla)=1+5((1-z)e" = (1+z)e™") —

det visar att

o0, dd r — —o0
—00, dad z — o0 ty
(1—|z])e~1*l — 0 da |z| — oo och (1 — z) el*l — Foo da |z| — Fo0.
Grafen till f ser alltsd ut s hér:

5]

:

»

S

N
<]

b) For —1 <z <1é&r f(x)> f(1) =0, alltsd &r den sokta arean
1

1
[ f(z)dz=2[1de =2 (sinhz —xcoshz &r uddal).
1 0

[ svar: a) f str. konvex i [—o0, 0], str. konkav i [0,00] b) arean &r 2]

uppg. 4
f(z)=e"In (14 e %),

2 n n L
a) lim f(z)= lLim 2OEE) g 2mOMOEE) o o4, eller
T——00 e~ T=t—o00 t t—o0 ¢
—_——
= lir_n e’ (ln (62”3 + 1) —1In (egm)) = ligl (em In (eQI + 1) — 233696) =0.

—2x 2

limf(x):lime_‘r-ln(l;#: lim t-ln(ltjt)zo-lzo.

T— 00 Tr— 00 e T=t—0+



Vi utnyttjade standardgrinsvirden limM =1, lim @ =0.

v—0 v—00

0 00
b) f(xz)>0. Vivisar att [ f(z)dz och [ f(z)dz bada 4r konvergenta
—00 0

genom att berékna en primitiv funktion F' till f:

F(z) = [e"In (1 + e ") do =[part.int]= e In (1 + e~ 2*) + [ %dm =

=e"In(l+e?)+2f Hf%dx = f(z) + 2arctane”. Alltsa:
0
[ f(@)de=F(0)— lim F(z)=f(0)+2-Z—0-2-0
—0oo T——0 a)

(integralen &r alltsd konvergent) och

[ f(z)de = lim F (z) :) 0+2-5—f(0)—2-7 (integralen &r konvergent),
0 T—00 a

o) 0 oo
svaret dr ddrmed [ f(z)dz = [ f(z)dz+ [ f(x)dz ==
—o0 —00 0
Anm.: Konvergensen av integralerna kann #ven visas med hjilp av
jamforelsekriteriet, t. ex. for x < 0:
0
f(x)=¢€"In (1 + 62””) —2ze”, [ e”In (1 + 621) dx &r konvergent ty
— 00

0

0 0
e®In (1+¢e*) <e”In2och [ e”dx érkonvergent, [ zedx = [ve” —e”]_

— 00 — 00

0
ar konvergent, alltsa dr [ f (z)dz konvergent.
—o0
/EDB\
I T T T | T T T T T T T T T GG T T T T T T T T |

I
Bl 0 g

lsvar: a) bada#r 0 b) arean dr |

uppg. o
x arctan x o -1 1 _
/dez[part.mt]— m -arctanz + / 2@ 1) (@ & l)dx =

_arctanx 1/ 1 n 1 do —
o122 4) \1ta2 T 1-22)"7

_arctanz B 1 / 1 gz + } / 1 n 1 de ) —

To1-a2) 4\J1+227 " 2) 1tz 1-2)%)7
arctan x arctanz 1

= — ——(In(1 —In(1-— .
2(1—22) 4 gn+a)—In{l-z))+e

F(0) =0 ger c=0.

svar arctan x arctanz N 1
var: — -
2(1—2a?) 4 8

(In(l—2)—In(1+x))




uppg. 6
NI O () T G e

Az -0 z _x((lx)i 1)_

Jr
—3+3:L‘%—$%_> o0, dad x — 0—
—00, dd z — 0+

W

—323 —|—3z% — 22 _

1 3438 —ad
2\ 3 Tz 2\ 3
T <l—x3) +1 (1—;53) +1

s saknar alltsa gransvirde da z — 0, dvs. f dr ej deriverbar i origo.
x

b) f &r jimn, om lingden existerar si #ir den L = 2
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1 L 1
=2f 1+ %daz—QfT :3{353}0:3.

En annan 16sning far du med substitutionen x = cos® ¢, kurvan har da
x = cos®
y =sin®p

L= @ @)+ (o) dp = 3/ Veost psin® o + sin® p cos? pdyp
0

parameterframstéllningen { , 0 7 och léingden blir

generaliserad)= 3 f |cos psin | dp = 3 f 2cos psinpdp = 3 [sm go] 5

Kurvan dr (de 6vre tva bagarna av) den viilkiinda asteroiden.

[ svar: a) nej b) 3]

L L L L L 5 I L L L L L L L
-2 -1 0 1 2

uppg. 7c

[1,2]%[3,4] = {(z,y) : x € [1,2], y € [3,4]}, det &r rektangeln R : { =

)

=3.

=(¢j

(i zy—planet).



