Ovningstenta i inledande matematisk
analys F1 (tma970), 08-09-20, 16sningar

uppg. 1

Visa med induktion att Fj, < (%)n for alla n € N diar Fp = 0, F; = 1 och
Foio=F,11+F, for n e NU {0}
I.. n=1: F1:1<gar0k;n:2: F2:1<(§)2 ar ok.
II. Foruts.: F,, < (%)n giller for n € N, 1 < n < myg for nagot mg > 2.
Past.: Fing1 < (2)™7
mo—1

Bevis: Fyy+1 = Fing + Fng—1 1f§ N (%)m0+(%) =
5\ M0 3 (5\™Mo 8en5. %3 > 5 mo+1
=3)"+2(3)"=:(3)"<3) ¢

III. Induktionsaxiomet ger da att F), < (g)n giller for alla n € N. vsv

8 _ 24 25 _ 5 ..
5= 15 <15 — 3 VsV

<

uppg. 2

a) Funktionen f(z) =28+ 1+ V26 +1+ V22 + 1 — 3 &r kontinuerlig (sam-
mansatt av kontinuerliga funktioner) och f(0) = 0 < 1 < f(1) = 3v2 -3
(ty 4 < 3v/2 ty 16 < 9 - 2), satsen om mellanliggande viirden ger att det finns
minst ett zg € [0,1] s att f(xg) = 1; vidare &r f stringt vixande (summa
av stringt viixande funktioner) och didrmed injektiv pa [0, co[, antar allts& dér
viirdet 1 hogst en géng, dvs. f antar viirdet 1 pa [0, oo precis en ging; eftersom
f ar jimn (f (—z) = f(x)), sd antar f virdet 1 #ven i |—o0,0] precis en gang
(f (—x9) = 1), svaret &r siledes "precis 2 16sningar".

b) f dr deriverbar (ty sammansatt av deriverbara funktioner) med

f(z) = i§11+ ‘;‘le + == speciellt existerar for z =0
/ — 0= Iim L@®=FO) _ 3, L@
FO=0=Jn""" =%

svar: ’a) 2 losningar b) O‘

uppg. 3
2
a) f(z)=" xfil‘iﬁ*‘l =Y fﬁ_j) = ﬁﬁ: dr kontinuerlig i varje punkt a € R ty

f dr sammansatt av kontinuerliga funktioner och ndmnaren #r # 0; vidare &r

=2 daz < -2
T

f@)=¢ %2 da —2<x <0, detvisaratt f ir deriverbar i alla punkter
% da 0<z
a € R\ {-2,0} (ty sammansatt av deriverbara funktioner);
aterstar att undersoka om differenskvoten % = W har ett griansvirde
d& = gar mot a for a € {—2,0}:
—z—2
— _9. _ i AF g = 0 _ -1 _ _1
a==2 f(-2)=0, lim zz= lm -Sfo—= lim = =-3,
z4+2
SOAf =0 _ 11
a:—l»H—nQ-s-E o z—I}I—IlQ-s- == m—l}—2+1*$ BN



det visar att % saknar griansvirde da x — —2.
42 o

. Af : o : 3z
=0: =2, lim 3L = lim = lim 2%~ =
a=0 f(O) D r0_ Az 20— *—0 20— z(1—x) 3,
z+2
lim % = lim o= = lim 77 = —1,
0+ 8T T g0y T a—0 2(1+z)

det visar att % saknar grinsvirde dd x — 0. Dérmed har vi visat att f inte
ar deriverbar i —2 och inte deriverbar i 0.

b) For x < -2 4ar f(z) = 522 = 1+ -2 avtagande (ty = — 1 &r viixande);

1-x
for —2 <a < 0dr f(z) = 22 = —1+ 2 viixande (ty 1 — 2 &r avtagande),
for0<zér f(z) = ;”T*f =1+ IJ%L avtagande (ty 1+ = dr vixande).

c) Enligt b) ar f avtagande pd ]—oo, —2] och vixande pa [—2,0], alltsi
r —2 en lokal minimipunkt. Eftersom f dr viixande pd [—2,0] och avta-
gande pa [0,00[ enligt b) s& &r 0 en lokal maximipunkt. Vidare ser vi att

= Jim (o) = Jim (14 55) = 1wy B =0 (c € {1,3)), f bar

alltsd inga andra extrempunkter, f (—2) = 0 &r f:s minsta viirde och f (0) = 2 ér
f:s storsta véirde. Att 0 &r f:s minsta vérde inses dven direkt: f(x) > 0= f(—2).
Eftersom f #r kontinuerlig sa ger satsen om mellanliggande virden att virdeméng-
den till f &r V; = [0, 2], men det var ej fragat.

a) f ar kontinuerlig; f &r deriverbar i alla punkter a € R\ {—2,0}
b) f &r viixande pa [—2,0], avtagande pa |—oo, —2] och pa [0, oo
Grafen till y = [=*2.

svar:

1+|z| "




