Inledande matematisk analys tma970, 2008, logik, méingdlira

Forelasningsanteckningar och ovningar fill
logik - mangdlara

Dessa foreldsningsanteckningar kompletterar mycket kortfattat kap. 0 och appendix B 1
Persson/Bdiers (Analys i1 en variabel) som gis igenom 1v 1.

1. SATSLOGIK

Vi skall forsoka att skapa ett entydigt (vetenskapligt) sprak med hjdlp av vardagssvenskan
genom att infora strangt definierade termer (s.k. facktermer, grundbegrepp) och "operatorer" for
att generera nya termer.

1.1 UTSAGOR

DEF En MATEMATISK UTSAGA ér en utsaga som dr antingen sann eller falsk ("tertium non
datur") och vars sanningshalt kan avgoras pa ett objektivt sétt.

[ "DEFINITION" ar ett fastslaende vad ett visst begrepp skall betyda].

EX1 Betrakta foljande uttryck:

A:1+2=3 D: det regnar
B:1+2=5 och E: 2006 ar ett stort tal .
C:2<3 F: skal

F dr ingen utsaga; A t.o.m. E dr utsagor, men D och E &r inte matematiska utsagor
(sanningshalten kan ej avgoras objektivt); A4,B, C &r matematiska utsagor: 4 och C ér
sanna, B ir falsk; vi accepterar hir redan begrepp som 1, 2,3, 5, +, <, = mm..

EX2 For varje reellt tal x dr A(x):2x=5 en matematisk utsaga, ty for varje reellt tal x kan
det avgoras om A(x) &r sann eller falsk, t. ex. dr A4(2) falsk, A4($) sann.
A(x) kallas "ppen utsaga" ty den innehdller en fri variabel x, som méste deklareras
("x reellt tal"™).
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1.2 LOGISKA OPERATORER

Med hjilp av logiska operatorer kan vi bilda nya matematiska utsagor:

symbol | 14s namn dvs.: om P och Q dr matematiska utsagor sa skall

L och (and) |konjunktion dven PCO,PCO,-P,P=0Q och P = Q
eller (or) |disjunktion

- = vara matematiska utsagor.
icke (not) {negation Vi definierar dessa utsagor genom att ange

L
=  |medfor |implikation sanningsvirdet for alla mojliga sanningsvirden
o ekvivalent | ekvivalens pi Poch O:

Vi skriver 0 for "falsk" resp. 1 for "sann":

PlO[PCO [PLO[P=0[P - Qf-r
ofo] o 0 1 1 1
of1] o 1 1 0 1
1{o] o 1 0 0 0
1] 1 1 1 1 0

Komplicerade utsagor kan ofta forenklas med hjélp av regler ("formler"), dvs. erséittas med
ekvivalenta, enklare utsagor. Tva utsagor dr ekvivalenta om de har samma sanningstabell (dvs.
samma sanningsvarde for alla mojliga sanningsvérden av alla ingdende utsagor):

SATS For matematiska utsagor P, O, R géller:
(P=0)=(P=0)C(Q=P).
(=(=P)) = P.
(P=0) = ((-P)CO).
(P=0) = ((-0)=(=P)).
P=(Q=P).
(P=(©Q=R)=(P=0)=(P=R)).
{a) (=(PCQ)) = (-P)E(=0))
b) (=(P0Q)) = ((-P)T(=0Q))
{a) (PC(QCR)) = (
b) (PO(QOR)) = (

AR S o a

(de Morgan).

(PCO)C(PCR)) . o .
(P00)O(POIR)) (distributivitet).

4
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1.3 EXEMPEL PA BEVIS

A. INDIREKT BEVIS

Man visar att utsagan "P = Q" drsann (P, Q matematiska utsagor) genom att visa att den
ekvivalenta utsagan "- Q= - P" &r sann.

EX1 Visa att for ett naturligt tal m géller:
Om m? ar delbart med 3 sd dr 4ven m delbart med 3.

B. MOTSAGELSEBEVIS

Man visar att P dr sann (P en matematisk utsaga) genom att visa att -~ P éar falsk
(=P= f, f en falsk utsaga).

EX2 Visaatt /3 inte r ett rationellt tal (dvs. V30 Q, se sid.4).

EX3 Visa att det finns odndligt manga primtal.

C. INDUKTIONSBEVIS

Man visar att P(n) dr sann (P en 6ppen matematisk utsaga) for alla n 0 IV
(dvs. for alla naturliga tal », se sid.4), genom att visa att

I. P(1) &rsann.
II. Om P(m) drsannforalla m< p, p ett godtyckligt fixt tal (p,mOIN,sesid.4)
sé dr dven P(p+1) sann.

III. Induktionsaxiomet (infort av Peano (1858-1932)) séger att da alla (odndligt ménga!)
utsagor P(n) (nUIN) &r sanna.

Ett induktionsbevis bestar alltsa av tre steg:

steg1: "induktionsforankring": visa att P(1) dr sann (man kan borja med ett annat heltal &n 1).
steg2: "induktionssteget": visa P(p)= P(p +1) for godtyckligt fixt p=>1.

steg3: "induktionsprincipen": den ger att d& P(n) dr sann foralla nOIN .
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2. MANGDALGEBRA
2.1 MANGDER

Den "naiva méngdliran" skapades av Cantor. Han definierade (1895):

"En MANGD M ir en sammanfattning av bestimda objekt, verkliga eller tinkta, som kallas
ELEMENT I M, till en enhet." Vi ldgger till:

Det maéste pa ett objektivt sitt kunna avgoras om ett x &r elementi M eller inte.

Denna grundldggande "elementrelation" betecknas med LI:

DEF1 Viskriver xOM om x drelementi M (x tillhor M, x liggeri M...)
resp. xOM om x ejérelementi M.

Vi betraktar hir endast méngder som &r definierade genom matematiska utsagor och darmed
vildefinierade. For en 6ppen matematisk utsaga P sitter vi

S, ={x: P(x) drsann} ={x: P(x)} = mingden av alla x sidana att P(x) &r sann.

S, kallas "sanningsméngden till P", { och } kallas "méngdparenteser".

EX M={x:x=1Cx=2Cx=3}.
Vi skriver kort M ={1,2,3}, dvs. vi skriver helt enkelt upp mingdens element
mellan midngdparenteserna om det dr mdjligt.

DEF2 Visiger M ir en ANDLIG mingd, om antalet element i M ir éndligt, resp.
M ir en OANDLIG miingd om antalet element i M ej ér dndligt.

Viktiga médngder dr (och kommer alltid att betecknas sd):

DEF3 O ={x:xZx} coeveerererene.. den TOMMA mingden
IN ={1,234,} oo de NATURLIGA TALEN (obs: vi tar ej med 0)
Z ={0,1,-1,2,-2,3,-3,--} ... HELTALEN
Q ={2:m,nheltal,n #0} .. de RATIONELLA TALEN

IR de REELLA TALEN

For a,bUJIR,a <b infor vi INTERVALL-beteckningarna

[a,b] ={x O IR :a < x<b}, la,b[={x0R :a <x<b},
[a,b[={x0MR :a<x<Bb}, la,b] ={x0OR :a<x<b},
[a,0[={x0OR :a<x}, la,0[={x0R :a<x},

| —o0,b] ={x0O R : x < b}, |—oo,b[={x0OR :x<b}.

Dessa méingder kallas slutet intervall resp. 6ppet intervall resp. halvoppet
intervall.

OBS o och —o drejelementi /R (e reella tal)!
Lat aOIR; det giller |-o,00[=/R och [a,a]={a}, |a,a[=0;
[a,»] ir odefinierat!
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2.2 MANGDOPERATORER

Vi oversitter nu operatorerna [,[,=, < ,— mellan utsagor till operatorer mellan méngder.
I det f6ljande skall alla x ligga i en grundmingd U ("universum"), t.ex. U = IR.

DEF1 For médngder 4, B definieras (4 =S,, B=S,, P,Q matematiska utsagor)

1. O (union): 40 B ={x:x0AC x0B) (Spp =S, 0S,)
2. n (snitt): An B={x:x0ACx0B} (Sprp =S8p N Sy)

3. U (delmiingd): (A0 B) = ((xO4)= (xOB)) (P(x)= 0(x),x0U)
4. = (likhet): (4=B) = ((xO4) = (xOB)) (P(x) = O(x), x0OU)
5. ¢ (komplement): 4° ={x:x 0 4} (S., =(S,)).

Vidare skrivervi A# B for —(4=B)
och  A[JB (ékta delmingd) for (40B)C(4#B).

EX1: a) {1,2,3} ={2,3,1} ={1,2,2,1,3,3,1,2} osv.
(det spelar ingen roll hur vi skriver upp elementen i en méngd).
b) Z=IN O{-n:n0ON}0O{0}.
¢) (]_OO»O])CZ]O:OO[ (U = R).
d O g IN QZ g Q gﬂ? (sista inklusionen: ex. 2 sid. 3).

Det underléttar mycket att dskadliggoéra méngder som punktméingder i planet
(Venndiagram efter den brittiske logikern John Venn, 1834-1923), se foreldsningen.

Vi definierar nu ytterligare nagra operatorer som vi kommer att ha nytta av:

DEF2  For tvd méngder A4, B definierar vi

a) MANGDDIFFERENSEN \:
A\B ={x:x0ALCx0B} (alla xsom liggeri 4 men inte i B)

b) den SYMMETRISKA MANGDDIFFERENSEN A :
AAB =(4\B)O( B\ 4).

For mingder géller motsvarande regler som for utsagor:

SATS  For mingder A4,B,C giller
(4=B) = (4OB)C(B0OA4)).
B°=U\B, A\B=An B".
AAB = BAA .
AAB=(A0B)\ (4n B).
5 {a) (AOB) = 4° n B
b) (4n B) =A4°0 B
a) An(BOC)=(A4nB)O(4ANn C)
{b)AD(BmC):(ADB)m(ADC)

W=

(de Morgan).

(distributivitet).
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Regel 4 visar att den operator for utsagor som motsvarar A, &r XOR (exclusive or):
(PXORQ) = (PCO)E(=(PLCQ)) = (PCL(=Q)E(QLC(=P)), alltsd

"antingen P eller O men ej bagge" (P och Q tvd matematiska utsagor).
Till sist konstruerar vi tva nya, viktiga méngder:

DEF3 Lat M,N varatva mangder.

1. Méngden P(M)={A4: A0 M} = mingden av alla delmingder till M kallas
POTENSMANGDEN AV M.

2. Mingden M xN ={(m,n):m M CnN} =mingden av alla "ordnade par"
(m,n) med mOM och nON Kkallas
CARTESISKA MANGDPRODUKTEN AV M och M.

EX2 a) Alltid giller @QOP(M) och M OP(M) (M en mingd).
b) RxIR ={(x,y):x0R CyOIR} &r "planet", betecknas IR*.
¢) A={a,b,c,d,e, f,g,h},B={1,2,3,4,5,6,7,8} : AxB = rutorna pa en schackbrida.

Da kan vi definiera "relation" och, som speciell relation, "funktion":

DEF4 Léit M, N varatvd médngder.

1. Endelmingd R OM xN kallas RELATION FRAN M TILL N,
D, ={x0M :detfinns y DN sd att (x, ) DR} kallas DEFINITIONSMANGD,
Ve ={yON :det finns x M si att (x, y) R} kallas VARDEMANGD till R;
vi skriver &ven xRy for (x,y)OR ("ystarirelation R till x").
Enrelation RO M xM kallas (BINAR) RELATION PA M.

2. Enrelation f O M xN kallas AVBILDNING (eller FUNKTION) FRAN M TILL N
om f dr "hoger- entydig", dvs. om for xUM, y,UN, y, UN giller
((,) C(xf,)) = (3, = y,). I sé fall finns det till varje x i fs definitionsmingd precis
ett y 1 fis virdemidngd som star i relation f till x, dvs. vi kan se /" som en tillordning
S x>y somordnar till varje xUD, ett entydigt bestimt y UV, ;
for att framhéva detta skriver vi y = f(x) ("y #r en funktion av x") i stillet for xfy
och (vi anvander nagot missbrukligt samma symbol f):

FM SN las: " f dr en avbildning fran M till N som ordnar till
e () ettelement x(0D, elementet y = f(x)0V,".

Observera att vi anviander pilen — for avbildningen ("fran M till N") och

pilen > for den elementvisa tillordningen ("f ordnar till x bildpunkten f(x)").
Sjélva relationen kallas GRAFEN TILL f och betecknas G :

G, ={(x,y)OM xN:x0D, Cy = f(x)}. Enavbildning f:M - M med D, =M
kallas UNITAR OPERATOR PA M ochen avbildning f: M XM - M med
D,=MxM kallas BINAR OPERATOR PA M.
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EX3 a) Ordningsrelationen < ("mindre d4n") pa IR é&r halvplanet
< = {(x,y) OR*:y—x &r positivt} 0 IR x IR ; kompelementet

> = JR* X R*\ < ir relationen "strre #n eller lika med" (rita!).

b) Funktionen "kvadrera" skriver vi upp sa hér:
f:IR ~ R;hirir D, =R, V, =[0,0[, G, ={(x,»*): xOR} (ita!).

x B x?
¢) Additionen + é&r avbildningen +: IR* IR — IR (en bindr operator pa IR).
(x,y) = x+y

Binéra relationer spelar en viktig roll i t.ex. switchnitteorin. Vi ndmner en speciell
relation som gor det mojligt att dela upp en méingd 1 "klasser" av element som anses
vara likvirdiga i en viss mening:

DEFS5 Enrelation ~ UM XM pa M kallas

a) REFLEXIVom x~x foralla xUOM.
b) SYMMETRISKom x~y=y~x foralla xUOM, yOM.

¢) TRANSITIVom ((x~y)C(y~z))=(x~z) foralla xOM,yOM,zOM .
d) EKVIVALENSRELATION PA M om ~ ir reflexiv, symmetrisk och transitiv.

EX4 a) < iren ekvivalensrelation pd mdngden av alla matematiska utsagor.
b) = iren ekvivalensrelationpd P(M) (M en mingd).

¢) "Modulo-rdkning" ger en ekvivalensrelationpa Z: lat pUOIN, mUZ, nUZ;
man sdger "m &ar kongruent » modulo p", bet. m = n(mod p),
om m—n=kp fornagot k JZ. "kongruent modulo p" dr en ekvivalensrelation

pa Z, tal som ger samma rest vid division med p &r ekvivalenta. Ett exempel &r
klockan: vi rdknar modulo 12.

Satslogik och mangdléra &r tva viktiga, sjdlvstdndiga matematiska discipliner. Men de
"funkar" pa samma sétt som (&r specialfall av, exempel pé, modeller for) en mera generell
matematisk struktur (= miangd av vissa objekt med operationer som lyder vissa regler),
namligen en "Boolesk algebra". Man skriver operationerna da "algebraiskt" (+, [).

George Boole (1815-11-02 — 1864-12-08): The Mathematical Analysis of Logic (1847)
An Investigation of the Laws of Thought (1854)
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OVNINGAR
La) Visa (=((x<y)C(y<x))) = (x=y») (xOR,yOR).
b) Bestim sanningsméngderna S,,S, och S, till
P(x): (x2 > x) O(=(x>1)), R(x): (x2 > x) O(=(x>1)) och
0(x): (~(x=2))0Bx-x*=2) (OR).
¢) Visa att for matematiska utsagor P, Q géller:
(PCQ) = (P=0)=0)C((Q= P)=P)) (Dummett's identitet).

2.a) Bestim AOB,An B, A\B,B\ A och AAB for A4={1,23,4}, B={3,45}.
b) Bestim AOB,An B, A\B,B\A och AAB for A=[-89], B=]-50].
¢) Bestim P(M) for M ={1.2,3}.

d) Bestim AXxB och BxA for A={12}, B={23,4}.
e) Bestim AxB och BxA for A=[0,1], B=[-10[ (rita!).
f) Forenkla foljande uttryck for méngder 4, B:
f1) A\(B\A4), f2) A\(4\B), 13) AU A\B), f4) An (4\B),
f5) A0 (B\A), 16) An (B\A), f7)(4\B)O(4n B)O (B\A), 18) (4° n B
g) Visa att det inte finns ndgon bijektiv avbildning f: M — P(M), M en médngd.
SVAR

1b) S, =S,=IR, S, =]-,0[
2a) {1,2,3,4,5},{3,4},{1,2},{5}.{1,2,5}

b) [-

8300[3 ]_579]7 [_8:_5]7 ]9700[7 [—8,—5]D]9,00[

o) {o.{1},{2}, {3}, {12}, {1.3}.{2,3}.{1,2.3}}

d) 4xB={(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4)} 2 B x 4 ={(2,1),(2,2),(3.1),(3,2),(4.1),(4,2)}
e) AxB={(x,y):0sx<,y=-1}#BxA={(x,y):x=-1,0< y <1}

f) f1) 4, £2) An B, f3)A4, f4)A\B, £5) A0 B, f6) ©, 1) AOB, 18) A0 B
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