Tentamen inledande matematisk analys
for F1 (tma970), 09-08-20

uppg.1

f(z) =27% =i, vi studerar g (z) = oz

g(z)=1Inz— —codaz— 0,

g(m)z—%ﬁ—l dax—1,

g(@) =y M0 = 50 S 1.0 di e — oo

Vi anvéinde standardgransvirdena }ILLHB w =1 och hli}rolo ln}(—h) =0.

1

exp r kontinuerlig, alltsd: lim f(z) =0, lim f (z) = e~ !, lim f(z) = €°.
z—0+ r—1 T—00

svar: a) 0 resp. - resp. 1
) .

uppg. 2

Det riicker att visa arctan(sinhz) = arcsin(tanh z) for > 0 ty
arctan(sinh 0) = arctan(0) = 0 = arcsin(0) = arcsin(tanh 0)

och alla inblandade funktionerna &r udda:

arctan(sinh (—z)) = arctan(— sinh (z)) = — arctan(sinh (z)),
arcsin(tanh (—z)) = arcsin(— tanh (z)) = — arcsin(tanh ).

Fér > 0 &r o = arctan(sinhz) € |0, Z[.

l6sning 1: rita en rédtvinklig triangel med katederna 1 och sinh x,
dé #r hypotenusan v/1 + sinh? z = cosh z, tan @ = sinhz och

sina = $22L — tanhg.  vsv

cosh x

B
lingd 1 VI — kmhJ X
S Lo o . P s _ tanh x _
16sning 2: siéitt 8 = arcsin (tanhz), d& &r 8 € ]0, 5 [, tan 3 = Jicens
__ sinhz . o _ _ tana—tanf _ sinhz—sinhz __
~ coshax coshz = sinhz och tan (Oé ﬁ) ~ l1+tanatanB ~ 14sinh?z 0’

alltsdh a— B =kn, -5 <a—-p< 5 gerk=0. wvsv

losning 3: sidtt f (z) = arctan(sinh ) — arcsin(tanh z), da &r



’ _ _coshx 1 . 1 11 .
f (.’E) T 1+sinh?z 1—tanh? = cosh?x ~ coshz coshz 0’ det visar att

f (z) = ¢ (konstant), f (0) =0 ger c=0. vsv

uppg. 3

Léingden av kurvan C : r = r(t) = (2t7152 sint, t2 cos t) ,—T Lr ar

fds— f |7 (¢)|dt = \/22—|—(2tsint+t2(:ost)2+(2tcost—t2sint)2dt:

:;fv4+4ﬁ+¢%h::f(2+tﬂdﬁz2Pt+§}Z:4n+%w3

—1T

svar: |47+ %7‘(3

uppg. 4

__ arctanx
f(fE) (1+x)? + (1+:c)(1+:c2)

™

a) For @ >1 &r 0<[(@) < raim + mrjir <@+

oo oo
Ik w%dx ar konvergent, enligt jamforelsekriteriet 4r dé dven [ f (z)dz och
1

dérmed }Of (z)dz = flf (z)dx + 7Of () dx konvergent.
0 0 1

b) F( ) = f (?ﬁi‘;f + (1+x)(1+x2)) dx = [forsta termen med partiell integration]

= - arctanx%—fmd%‘f‘fmd

__arctanzx ___ arctanx
ctans f (z+1)(1+$2)dx T+ arctan x, alltsa &dr

f(z)dx :zli_)rr;oF(x)—F(O) = lim (arctanx (1 - 1+z>) 0= 7% (1-0).

Tr— 00

svar: f(z)dx =Z &r konvergent

uppg. 9
fiax+— (2—cosz)/1+ cosz &r kontinuerlig (1 + cosz > 0), 2r—periodisk
och jimn, det ricker alltsi att studera f pa [0, 7]:
. o / . (2—cosz)(—sinx) smm)
a) for = €]0,7[ 4r f' () = sinazy/1 + cosz + e

_ 2sinz(l4+cosz)+sinxcosr—2sinz __ 3sin2x >0for0<z< g
= 2y/1+cos = " 4y/1+cosz < 0 for g <x<Tm

, det visar



att f har ett striangt lokalt mlnlmum i0 (f(O) =+/2) ochin (f(r)=0)
och ett stréngt lokalt maximum i 5 (%)

éf”( )_ 200%(21‘)\/1+COS$+§;% . 2(2.305 r— 1)+% .

3 - 14cosx - V1+coszx -

_ 4cos?x—24(1—cosx)cosx __ 1 2 _ _

= JTreoss = Jireors (3 cos“ T + cosx 2) =

3 .
=——_ (cosz+1)(cosz — 2 , det visar
v1+COSI( + )( 3 < 0 for aI“CCOS*<£C<7T v

att f #r str. konvex pa [0 arccos 3] och str konkav pa [arccosf 7r]

3
2 2 2 _“m
(arccos 5 dr en inflexionspunkt; 2 5 \/5 ger 7 < arccos 5 < ).

353
Grafen (ritad over [—3m, 37], inﬂexionspunkterna blaa):

- 2){ >0f6r0<ac<arccos%

b) f(x) >0, f &r jimn, arean av D = {(z,y) : — 7 <z <m0 <y < f(x)}

ar alltsd m (D) =2 [ f (z) dz. For att undvika generaliserade integraler
0

bestdmmer vi forst en primitiv funktion till f pa [0, 7]:

for 0 <z <mér F(z )=f(2—COS$)md$:f%d

:fwd f(m+ m) sinzdr =

1 cosx

(1—(30896) +2(1—cosx) ,all}rsaarm(D):ﬂF( z)]g =
[ (1 —cosx)? +2(1—cosx)%} :2(%\/5+2\@):4\/§(%+1),

2
3
=2

Eller2ff( dx—2f\[(2cos§—cosmcos )da:—

—2ff(2c0 %— (cosf—l—cos—))das—Q\f[Ssmf—gsm%”]o.

f ar derlverbar i alla punkter a # (2k + 1) ty /= &r deriverbar for = > 0.

" _ " . fr+h)=f(m) _ (27COS(7T+h))\/m70 _ (24cosh)y/T—cosh _
For a = 7 géller: A = . = (cosh)yI-cosh _

__ (2+4cosh) |sinh| - _% da h — 0-
T Vitcosh  h _ % da b — 0.

grinsvirde da h — 0, dvs. f &r inte deriverbar i 7 (och dérmed inte i
nagon punkt (2k + 1) 7).

(m+h)—f(m)
h

, det visar att ! saknar

ANM: For att rita grafen noggrannare kan man utnyttja

3v2 g5
f/ (IE) _ 3sin2z __ 3Sinmcoszm{ - 5 dd x — 7- .

- - 2|si °
4y/I+cosz [sin x| _ 3\2/§ d& o —

svar: (bara for [—m, 7|, analogt utanfor [—m, 7], f &r 2r—periodisk!):



’a) max-punkter: +7, min-punkter: +m, lokala min-punkt: O‘

[ &r konvex pa [—a, o], konkav pa [—7, —a] och pé [a, 7] dir o = arccos 2
b) % c) f &r inte deriverbar i £
uppg. 6

a) Falskt: for f (z) =sgn(x) giller Dy =R, f' (z) =0 for  # 0,
alltsa lirr%) f'(z) =0 men f &r inte deriverbar (inte ens kontinuerlig) i 0.
r—

b) Sant: Vi behover bara visa att f &r deriverbar &ven i zo:
betrakta differenskvoten %ﬁ’:é“) (o # x € Ja, b])
for x < xq:
MVS géller enligt forutsdttningarna for intervallet [z, xg] och ger:
det finns ett &, € |x,x0] sa att %ﬁ“) = f'(&,), eftersom f’ (z) har ett
griansvirde d& x — xg och £, — zo- d& x — mo- [z < &, < x0] sa giller
lim L&=I@) — iy (¢ ) = lim [/ (2).

T—TQ- —ro T—xq- T—xT(
Analogt for z > xq:
MVS géller for intervallet [zg, x| och ger:

det finns ett 1, € |zo, x| sa att LE=LE) — £y y och da galler

r—xo
lim 7f(32:£(10) = lim f'(n,) = lim f'(z) (n, — o+ d& x — zo+ ),
T—To+ 0 T—To+ T—T0
alltsd existerar f’(zo) = lim w = lim f’ (). vsv
T—x0 0 T—x0

ANM: Omvindningen géller ej: att f &r deriverbar i en punkt zy innebér
inte att f’ (z) har ett griansvirde d& © — ¢ (eller: att f’ (z) saknar
grinsvirde da x — x( ger inte att f inte dr deriverbar i xg,
6b) kann alltsé ej anvéindas for 5c¢)!



