Tentamen inledande matematisk analys
for F1 och TM (tma970), 08-10-23

uppg.1
a) xli}r&xln (sinh (1)) = lim zIn ((e% - e_%) %) =

r—0+

= mllrgl}x (111 (e% (1 —e_%)) —ln2) = mllrgl}x (% +In (1 —e_%) —ln2) =

— lim (1+9c1n (1—6*%) —wln?) —1-0lnl1-0=1
z—0+

t

tyt:%—>oodéx—>0+,1—e_ — 1—0dat— oo och In &r kontinuerlig.

lim f(w) = lim tln(sinh(¢)) = lim == (sinh (¢)In(sinh(¢))) = 1-0 = 0,
T—00 1=t—0+ t—0+

ty vin(v) — 0 d& v — 0- (standard) och
(sinh &r deriverbar).

b) Tangentens ekvation i (a, f (a)) &r y — f (a) = f' (a) (x — a);

CcoSs l 61112 — e In2

f/(z) =In(sinh (1)) — m for a = ﬁ grsinh(In2) = —— =

sinh(t)—sinh(0)

n —cosh(0)=1dat¢t—0

2

_1 n2, —In2 1

= 222 =2, cosh (In2) = % = 222 Calltsd f (1) = Bi=nd
. In(2 sh(In(2 2 n3— n

F' (53) = In(sinh (In (2))) — RELEMA) — ln3 In4—In24 = ndoiiin2
och tangentens ekvation dr y — In ?n’é“‘l = 31“33111“2 (:c — ln:(LZ))
eller In2(11ln2 — 3In3)z +3In2y = 5In2.

svar: a) Iresp. 0  b) (11In2—-3In3)z+3y =75 |
uppg. 2
a) f(z) = arccosx — arctan x dr striingt avtagande (arccos dr str. avtagande,
arctan #r str. viixande), alltsd injektiv; Darccos = [—1, 1], Darctan = R, alltsd &r
Dy = [—1,1]; eftersom f &r (Str) avtagande s& dr f (—1) =7 — (—1) =37 fis
storsta virde och f (1) =0 — 7 f:s minsta viirde och eftersom f dr kontmerhg
s& ger s.0.m.v. att f antar alla viirden emellan ocksé, alltsi ar Vy = [— 7%, 271,
For |z| < 1#r f'(z) = ——2= — =15 (< 0, det ger igen att f &r str. avta-

Vi—z2 1422
gande!), f(0) =73, f/(0) =—-2#0, alltsa &r Df ' (3) = % =-1

b) Eftersom f #r avtagande och f(0) = § > 0 sa dr det omrade D i forsta
kvadranten som begrénsas av axlarna och kurvan y = f ()

D={(z,y): 0<x<a,0<y<f(zx) }dir f(a) =0 (a>0).
Berdkning av a: sitt a = arccosa = arctana, da dr o € ]O
S

5 [ och dérmed
tana = rita en réitvinklig triangel med nérkatet a och hypotenusa 1, se

figur nedan). cosa =tana = a = =2 — I-a?=d? < a'+d® =1,

detgeraQ:%\/gocha:\/@(O<a<1!).



D har arcan Ofaf () dz = [pi) = [ 2f (@) — zxf’ (@)de = [f (a) = 0]

:0+{x(ﬁ%ﬁ+qﬁpym:[—Jﬁiﬁ+%hﬂy+ﬁ”g:
(

y=arccos(x) — arctan(x)

i

svar:

W) Dy = [0, Vs = [5.5), Df 1 (5) = 4 ) 1+1ny/ 15 /25

uppg. 3

Observera att f #ar udda, det réicker alltsd att endast betrakta [0, oo[, men vi
genomfér dnda rikningarna pa hela R.

. ~1+ = da <0 . s s
a) f(x)= T = { - 14—% dhz>0 ° det visar att f #r stringt viixande
alltsi injektiv. For att berdikna f~! skall vi losa ekvationen f(z) = y for

y € Vy, vi bestdmmer alltsa forst Vy:  lim_f () =—-140, lim f(z) =1-0,

f dr stringt viixande och kontinuerlig (sammansatt av kontinuerliga funktioner,
nédmnare # 0), s.o.m.v. ger att Vy = ]—1,1[; vidare ser vi att f () > 0 for z > 0
och att f (x) <0 for x < 0; da loser vi nu ekvationen:

forz <0(ochdi—1<y<0): —14+{ =y < l-z=1 < z=

Y
1+y I+y2
1 1

for £ >0 (och da 0 <y < 1): l-1m =y < l—i—x:ﬂ “— x:ﬁ,
alltsa o = 7 = f~t(y) (udda!).
b) f dr C*° i alla punkter 0 # z € R\ {0} (rationell funktion!); vi undersoker

forst om f dr deriverbar i origo:



f6r$>0galler:%:f(x);f(o):%_O:Hﬁﬁldax—wh .
AF _ fa)mfO) =T, 0 det visar
for x < 0 géller: RT = ——— =—2— =1 —1dax—0-
att f &r deriverbar i origo med f’ (0) = 1.
Ar f kontinuerlig i origo? f' o dhe <0
r f’ kontinuerlig i origo? f’(x) = (1_;.1_1)2 da x> 0 0 Alltsa

, —1dax — 0-
/ (m){ —1daz— 0

kontinuerlig i origo
Ar f"(2) = { =

(+2)°
gransvirde da x — 0: lirg ff(z)=-2+ lirré_f” (z) =2.

Du kan dven visa att f’ inte ens dr deriverbar i origo:

, dvs. ,liIIlOf/ () =1=f'(0), f" &r saledes

daz <0

. e o ) Y
daz >0 kontinuerlig i origo? Nej, ty f” (x) saknar

for 2 > 0 giller: 417 = S-S0 _ Tl == o 2 die— 0.
’ ’ ’ —1 1 9
for x < 0 gller: AA’; ={ (z);f © — (172.2 = ;ﬁ?ﬁ;g —2 da z—0-

f’ #r alltsa inte deriverbar (och dirmed inte C?) i origo.
¢) Vi har ovan redan berdknat asymptoterna y = —1 och y = 1;

Y _ = I)3>0 daz <0 . - -
" (z) = <0 diz>0 " det visar att f #r konvex i ]—o0,0] och
(1+ac>3

konkav i [0, 0o[ (0 #r inflexionspunkt).

svar:
a) f1(z)= Ep * € ]-1,1] b) far CL, inte C? (i origo)
c) y = =1, f #r konvex i |—00, 0] och konkav i [0, oo

2 4 (3
uppg. 4
T‘(t) — (Si;lt7 Cotst) , /( ) _ (tcos]t‘/;sint7 7tsinttzfcost)’ ds = ‘T‘/ (t)| dt = tQtllet,
kurvan C:r = r(t), 1 153 /1larforte [1, 3v/11] av klassen C*, kurvans lingd
3\/ﬁ 3V11
ralltsa L= [ |7/ (t)|dt= [ YHldt=[pi] =
1 1

~ VIR T = v S v

_ 10f 3f+10
=2 - +In e

svar: W—Hn (3\/@ +10v2 - 3V11 — 10)

w



C #r en hyperbolisk spiral:
0.5+

0.4

uppg.

< (4’ﬂ+1)7r
a) Funktionen g (z) = { for 1 < x # ,neN

(4n-;—1)7r, eN

arctan(——) 5
5 for x =
kontinuerlig pa [1,00[ ty 1 —sinz — 0., alltsd ——

arctan(——) — Zdaz — w (n € N), alltsd &r produkten 71“5\)/95(2)

l—sinz

— 00 och didrmed

kontinuerlig pé [1, co[ och dédrmed f integrerbar over varje [1, R] (1 < R € R).

Vidare géller 0 < f () ;Tl%, f ;Tl:‘/gﬁdx =[pi] =%

_2 _ 4 5

{ NG Inx ﬁ] Lo
o0

konvergent, enligt jimforelsekriteriet ér da dven f f (x) dz konvergent; alterna-

7lnx Trlnm

tivt kan du utnyttja 7 s < (det géller ty £ — 0 da o — oo (standard),
x4

1
g minx - mlnx x4
alltsa al <1 for x > ngt. w > 1 och dédrmed SevE < wvE =

o0 oo
J z~idy ar konvergent, och déirmed #r forstass f f(z)dx konvergent.
w

b) lim f(z) = lim % 0 ty lim 22 — ( (standard) och g (x) dr

— 00 I—’OO

begrinsad (0 < g (z) < §); vi formodar alltsa och skall nu visa att

inf {f(n):2<mn &N} =0:0 dr en minarant ty f (n) >0 for 2<n €N,

0 #r storsta minorant, ty till varje e > 0 finns ett w > 2 sa att

ln(;)}(m 0‘ ln(f\)}(x) < e foralla z > w [th % 0], for w < mp € N
géiller alltsa f (ng) < ¢, € kan alltsa inte vara minorant. vsv

(x > w),

Mo“ =

Kurvan y = f (x) ser ut sd hér (obs: skalan pé y-axeln!):
In(x) a:ctan[l_:iimﬂ}
Ea o
0.2

ol




