inledande matematisk analys (09), dvningar pé induktion och grinsvirden: Fibonacci-tal och @

Fibonaccis talféljd och det gyllene snittet

DEFINITION
a) Talfoliden {F,}"_ somgesav F,=0,F =1och F,,,=F,, +F, for nON 0O{0}
kallas FIBONACCI-FOLID, talen F, kallas FIBONACCI-TAL

(varje tal &r summan av de tva foregaende talen).

_5-1
¢= 2

resp.

b) ®= % (Phidias-tal; forhallandet, resp. det reciproka forhallandet,

1 det gyllene snittet; eng.: golden ratio eller golden section).

Fibonacci-talen F, och talet @ har oréikneligt manga intressanta egenskaper och tillimpningar,

borja bara bldddra pé nétet, t.ex. http://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_number
eller http://mathworld.wolfram.com/FibonacciNumber.html.

Négra av dessa kan du visa som utmérkta exempel pa induktion och griansvirde mm:

fibl. Visaatt foralla nJIN géller att talet n kan skrivas pd F,, olika sitt som
summa av ettor och tvior (summationsordningen spelar roll, t. ex. fis

3=1+1+1=1+2=2+1 pa tre olika sitt).
fib2. Visaattforalla nOIN géller F, = ﬁ (CZ?” -(1- CD)") (Binet's formel).

fib3. Visaattforalla n[JIN giller F, och F,,, saknar gemensamma faktorer
skilda frén 1.

fibd. Visaattforalla 3<n0ON giller (3)'7 <F, <2,
fib5. Visaatt foralla nJIV giller B (I)T = {I;:i: Ifn’il} .
fib6. Visaattforalla nON giller > F, =F,,, 1.

k=1
fib7. Visaattforalla nOIN giller Zn: (-1)'F =(-1)"F
fib8. Visaatt foralla n[JIN giller F? =F,F

fib9. Visaatt foralla n[JIN géller F =F,, .

fib10. Visaatt foralla n[JIN giller F,, =F,, -1
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fib11. Visaatt foralla n OV giller ZkF F o, —F  +2.
fib12. Visaattforalla nON giller F2% -F’=F_F,,,.
fib13. Visaattforalla nON giller F), —Fy, =F, F,,., +1.

fib14. Visaattforalla nOIN giller F’+F% =F, ..

n+l

fib15. Visaatt foralla nUIN géller F, =F, F,+F F,

n+l*

fib16. Visaattforalla nUIN géller F,F,_ +F,  F, =F mUIN .

n+l n+m?>

fib17. Visaatt foralla nJIN giller F,_F

n+l

-F=(-1)".

fib18. Visaatt lim % =@.

n— oo n

Anmirkning: Du kann visa fib 1-fib 16 med induktion, fib 12 fas dock direkt; fib 14 och fib 15 &r

ekvivalenta och f6ljer ur fib 16; fib 16 resp. fib 17 visas ldttast med fib5 (utnyttja A" = A" A"
for en kvadratisk matris 4 resp. berdkna determinanten). fib 18 visas med fib2 eller genom att visa

att foljden a, = i' ar begrinsad nedat och uppét (< 2) och att delféljderna a,, resp. a,,,, &r

avtagande resp. vdxande, alltsd konvergenta, grinsvirdena fis genom att dela ekvationen
F . =F.,+F med F, (jamnaresp.udda n) och lata n g mot o0, da fés att dessa grdnsvirden

n+2 n+l
=0).

ir lika och = @ (se gs2 nedan, eller visa lim(a,,, —a, ) = lim !

7 — 00 nﬂoan*'l

Nigra egenskaper av @,¢:

gsl. a) g=@-1=}; CD:¢+1=?15=%+ ; b) ®=2cosZ=e (). ; ¢ =2cosZZ
gs2. Forallaheltal n giller: @' =@"+@""; g"' +¢" =¢""; ¢*" +¢" ON
(ex.: §°+¢° =18).  Speciellt: @*-@=¢’>+¢= L+ %—ﬁ_%:l,

3
gs3. 1=g=¢% 1+g=1; 1+f=L; L="=(2) =(1+¢) =4+¢".
gsd. D4t =gnn Dkt =g J R =5

Anmirkning: @,-¢ drrotterna till x> —x—1=0 (gyllene snittet ges av & =-L;), det fas dven
direkt med fib17: dela F,,, =F,, +F, med F, ochlitn g mot c.P.g.a. sambandet @@ =1
formuleras gs 3 och gs4 endast for ¢ . gs 1b: betrakta en triangel med vinklarna 2Z, 2%, Z: Binet's
formel fib 2 kan alltsa skrivas: F, = (cos Z—cos" 3”) gs4: anvind att for |x|<1 géller

z }/1m Zx = lim =" = - och derivera termvis (att det ger korrekt resultat visas i Ip 2).

[md 11N - Clex

TMA970 4



