Matematik CTH&GU

Ovningsskrivning i inledande matematisk analys F1 (TMA970), 2008-09-20

kl. 8.30-10.30 i V

Hjilpmedel: Inga, ej heller rdknedosa

Telefon: Martin Berglund, tel. 0762-721861

OBS: Ange linje och inskrivningsar samt namn och personnummer pa skrivningsomslaget.
Ange namn och personnummer pa varje inldmnat blad du vill ha réttat.

1. Fibonaccitalen gesav F, =0, F, =1 och F,,, =F,, +F, for nON 0{0}.

Visa med induktion att for alla n JIV giller F, < (% .

2. Lat f(x)=vVx® +1+Vx0 +1+Vx2 +1-3.
a) Hur ménga reella 1osningar har ekvationen [ (x)=1?
b) Motivera varfor gransvérdet lim@ existerar och berdkna det.

x-0

VxP +4x+4

3. Betrakta funktionen f(x)= I+

med Df =R.

a) Ar f kontinuerlig? I vilka punkter ir f deriverbar? Motivera vil!

b) Pa vilka intervall dr f* vdxande resp. avtagande (derivata far ej anvindas)?
¢) Rita kurvan y = f(x) med angivande av extrempunkter (derivata far ej anvédndas).
4. a)Lat M =[0,2] och N=]1,3[. Bestim M XN och NxM .

b) Visa att om tva funktioner f,g: IR [J [ IR har ett gransvdrde d& x gar mota
(aOR) séd hardven f +g ett grinsvirde dd x gir mot a.

7p — 13p: 1 bonuspoing, 14p —20p: 2 bonuspodng, 21p —27p: 3 bonuspodng, 28p — 30p: 4 bonuspoing
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Matematik CTH&GU

Ovningsskrivning i inledande matematisk analys F1 (TMA970), 2007-09-22

kl. 8.30-10.30 i V

Hjilpmedel: Inga, ej heller rdknedosa

Telefon: Bernhard Behrens, tel. 0768-681630

OBS: Ange linje och inskrivningsar samt namn och personnummer pa skrivningsomslaget.
Ange namn och personnummer pa varje inldmnat blad du vill ha réttat.

1. Talfoljden a, definieras genom g, =1 och a, = — for n22.
Visaatt a, = FLI foralla nUOIN dér F, ar Fibonaccitalen som ges av

F,=0,F, =1 och F,,,=F,, +F, for nON 0O{0}.

2. Funktionen f:R [ - R med D, =IR definieras genom
f(0)=0 och f(x):%(\/\/l+x4 +x? —\/\/l+x4 —xz) for x#0.

d) Ar f kontinuerlig? Motivera vil!
e) Berikna grinsvirdena lim f(x) och lim f(x).

3. Betrakta funktionen f(x)= 1/‘xz —x_z‘ med D, =]0,00.

a) Ar f deriverbar? Motivera vil!

b) Funktionen g definieras genom D, =[l,0[ och g(x)=f(x) for xUD,.
Visa (utan att anvinda derivata) att g &r injektiv och bestim g~'.

4. ¢)Lat M =[0,2] och N=]1,3[.Bestim M n N,M ON och M\N (ip var).

d) Vilket samband finns det mellan kontinuitet och deriverbarhet?
Bevisa dina pdstdenden, motivera vél!

7p — 13p: 1 bonuspodng, 14p —20p: 2 bonuspoéng, 21p — 27p: 3 bonuspoédng, 28p — 30p: 4 bonuspoing
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Matematik CTH&GU

Ovningsskrivning i inledande matematisk analys F1 (TMA970), 2006-09-23

kl. 8.30-10.30 i V

Hjilpmedel: Inga, ej heller rdknedosa

Telefon: Bernhard Behrens, tel. 0768-681630

OBS: Ange linje och inskrivningsar samt namn och personnummer pa skrivningsomslaget.
Ange namn och personnummer pa varje inldmnat blad du vill ha réttat.

N
1. Lt xOR\{l}; visaatt foralla NON giller » kx* =

_NxN+2 _(N+1)xN+l +x

k=0 (1 —X)2

7

<t -1

x2+1

2. Betrakta funktionen f(x)= med D, =R.

¢) Ar f deriverbar?
d) Funktionen g definieras genom D, =[l, 0 och g(x)=f(x) for xOD,.
Visa (utan att anviinda derivata) att g ir injektiv och bestim g™'.

e) Bestdm virdemangden V.

3. Ldt f:R - R, AUR, aUR,bUR, a<b.

Definiera foljande begrepp (vissa dr nonsens, motivera varfor):

a) lim f(x)=4. (2p)
b) f ér kontinuerligi a. (1p)
¢) f érderiverbari a. (2p)
d) f arinjektivi a. (1p)

e) f irkontinuerlig pa [a,b]. (1p)
f) f drderiverbar pd [a,b]. (1p)
g) f irinjektivpa [a,b]. (1p)

7p — 13p: 1 bonuspodng, 14p —20p: 2 bonuspoéng, 21p — 27p: 3 bonuspoédng, 28p — 30p: 4 bonuspoing
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Matematik CTH&GU

Ovningsskrivning i inledande matematisk analys F1 (TMA970), 2005-09-17

kl. 8.30-10.30 i V

Hjilpmedel: Inga, ej heller rdknedosa

Telefon: Bernhard Behrens, tel. 0768-681630

OBS: Ange linje och inskrivningsar samt namn och personnummer pa skrivningsomslaget.
Ange namn och personnummer pa varje inldmnat blad du vill ha réttat.

1. Betrakta péastdendet P(n): anln( k’flkzl_z )= In(n* -n?).
k=3

a) Visaattom P(n,) drsant for ndgot n, JIN, n, =3, sédrdven P(n,+1) sant. (3p)
b) Ar P(n) santforalla nOIN, n=3? (tex.: giller P(2005)?).

Om inte, hitta den korrekta formeln for 3 In ]f(kﬂ_) =? och visa att den giller
> it i)=

foralla n0OIN, n=3 (och dirmed att P(2005) ér falskt). (3p)

2. Funktionen f:R — R definieras genom

f(x):\/’(_—'_l1 for xOR\{-1,1} och f(-1)=4, f(1)=B.
o -
Kan A4 resp. B viljas sa att f blir kontinuerligi —1 resp.i 1? (4p)

3. Funktionen f:R — IR definieras genom f(x)=+vx+ Jx-2.

a) Motivera (utan att anviinda derivata) varfor f ir injektiv och bestim [
(glém ¢j att ange D, och D = ). (Tp)

b) Berikna llf?o(f(x) —Jx- 2) : (4p)

4, a) Lat /R - R, alR, TR, a<b.

Visa att om f ir striingt monoton pa [a, b| sd 4r f injektiv pa [a, b]. (2p)
b) Visaatt lim+=0. (4p)
¢) Visa att V3 inte &r ett rationellt tal. (3p)

7p — 13p: 1 bonuspoidng, 14p —20p: 2 bonuspoidng, 21p —27p: 3 bonuspoidng, 28p — 30p: 4 bonuspoing BB
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SVAR 08-09-20:
2a)2 b) f'(0)=0 3a) f &r kontinuerlig pad R, deriverbar pd R \{-2,0}
3b) f ér vixande pd [-2,0], avtagande pd ]~c0,—2] och pé [0, (y =1 dr asymptot)

REETIEY
1+ x|

F

T
-0

SVAR 07-09-22:
2a) ja, 2b) —+/2 resp. v2, 3a) nej (ej deriverbaril) 3b) g_l(y)Z\/%(x/y4 +4 +y2)

(16sningar finns sid. 6-8)

SVAR 06-09-23.
2) svar: a) inte i +1 b) g_l(y):\/%%,0§y<l c) Vy=10,1]

24 ns
Grafen till y = \/$|2+11‘:

3) Nonsens &r
d): vihar definierat "injektiv" paett intervall (det krévs ju minst 2 punkter!)
f): "deriverbar i [a,b]" innebir ju "deriverbar i varje punkt zg € [a, b]", och
da méste xzy vara inre punkt i [a,b], men a och b dr inte inre punkter!

1

SVAR 05-09-17:

1. Den korrekta formeln dr ZIn(ﬁ%): In(n* =n?)-In12 ,
k=3
2. Nej (med B =2 blir f kontinuerligi 1, i
men A kan ¢j viljas sé att f blir kontinuerligi —1) S 5w

5
20 \
3.a) Df :[l,oo[, Vf :Df_1 :[(),oo[, ] m

A y = finvers(x)
[)=5+y =5+ (20)

1
2

b)

104
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LOSNINGAR ftill dvningsskrivning i inledande matematisk analys F1
(TMA970), 2007-09-22

Uppgift 1

.ot . . . F,
Talféljden a, definieras genom a, =1 och a,=1— for n=2.Visaatt a, =
Ap-1 n Fn+l

nOIN dir F,=0,F, =1och F,,=F,, +F, for nON 0{0} (Fibonaccitalen).

Vi gor ett induktionsbevis:

. n=1: aq = :g—;:% ar ok.
IL. Foruts.: a, :FF— for 1< p<m, fornagot m,OIN .

Past: a, , =0l

Gy TE
Bevis: a,, ,, = I = IF S R .Sy
lt+a, tows)yy n  F,  +F, F, .,
g +1

I11. Induktionsaxiomet ger da att a, =—= foralla nOIN . vsv

Fn+1

Anmirkning: Foljden {a,} , 4&r ett berdmt exempel pd "kedjebrdk" (med bara ettor!):

-1 | - 1 - 1
1 a,=——5a; = ;oay = ; Ay = .
a, a, — a, L a, L1 as . ] osv
1+1 1+ L 1+ 1
1+1 1+L
1+1
Kolla gérna:
—1=h
a, — =7
a = 1+1a1 a,=3= % Denna f6ljd konvergerar mot det gyllene snittet ¢ :
a4 =1, a,=3=3 lima, =lim 72 =3 =4 (se [0] fib18)!
4 =1, ay :%:%
a5_1+1a4 aSZ%:%.
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Uppgift 2
£(0)=0 och f(x):§(w1+x4 +x? =1+ —x2) for x#0.
a) f dr kontinuerlig i varje punkt a #0 ty f dr sammansatt av kontinuerliga funktioner,
D,=R ty VI+x* —x? >0. Vidare giller
lim £ (x)=lim Virat et -[fiea’ ) = lim 24" =
=0 xaox(\/m+xz+\/m—x2) xaox(\/m+x2+\/m—xzj

=limx (3 OE%:O,alltsa lim f(x)= £(0), dvs. f &r
\/\/1+x +x° +\/\/1+x -x° =0

kontinuerlig dven 1 0 och ddrmed pd hela R.
b)D& x — +co harvi (observera vx* =lx/ 1

J,/ #l+1- [ +1-1  dax>0

f(x , alltsd ar

ST [T -1 dix<O

lim f(x)= ~VNO+T+1+ \/\/0 +1-1=-v2+0,ty J  ir en kontinuerlig funktion, och

X - =00

p.s.s. lim f(x)=+2-0.

X -0

svar: a) ja b) —~2 resp. 2

Sé ser grafen G, ut:

L

2.8 5.0

(]
(o]
=]
[as]
IR TETNEL =N NI NN ATR NN
[

Uppgift 4a)

M =[0,2] och N =]1,3[; ddar (RITA!!)
MnN={x:xOMLCxON}={x:1<x<2}=]1,2],
MON={x:xOMCxON}={x:0<x<3}=[0,3[ och
M\N ={x:x0M CxON}={x:0<x<1} =[0,1].
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Uppgift 3
a) Alla punkteri D, drinre punkteri D, f ar deriverbar i alla punkter 1#£allD, tyf &r

S(x)=r(1)
x-1

har ett gransvarde d& x gar mot 1: vi borjar med hogergransvardet, dvs. vi betraktar x >1:

() =a7 = =V =LA e 1)(x-1)

sammansatt av funktioner som &r deriverbara i sddana punkter. Vi skall nu kolla om

, alltsa giller

S)=f(1) -V #1a+ Ix =1 _Vx? + 1+ o ]
= = B 000 - oo ty
x-1 x(x-1) x N
V=100 -0+
2
(J ir kontinuerlig), alltsd ——— 0 [} » 00 och Y *x*lpmn 5
vx—1 - X =

(x)-r(1)

Det visar att £ ~——— saknar grinsvirde dd@ x — 1, dvs. f ér ej deriverbari 1.

b) g(x)=+~x*> —x™ ir stringt vixande och dirmed injektiv pa [1, o[, ty x* dr str. viixande,
x> str. avtagande, alltsi — x> str. vixande och da dr summan x* —x~> och dirmed

Vx® —x7* str. vixande. For att berikna inversen till g mdste vi forst bestimma Dg_1 =V,:

For x>1 dr g(x)=g(1)=0 (ty g ir viixande), vidare ser vi att

g(x)=vx*=x? O] >0 (x> 0[] -0), s.omv. gerddatt g antar alla virden =0
(g ér kontinuerlig), dvs. ¥, =[0, oo[ ; nu Iser vi ekvationen y = g(x) for

yDDf_l, dvs. y20:

y=m sy =xt-x7? s x'=x*y’ =l (x2 —%y2)=y4+4 o x? eyt

y=20

(—yz_*éT” garejty x> =120) i»ong_l(y)=\/%(vy4+4+y2)-

svar: a) nej (ej deriverbari 1) b) g7 () :\/% (\/y“ +4 +y2)

Sa ser graferna ut: a0

6.0+
3.6

3.2
2.8+

244
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