inledande matematisk analys (tma970), instuderingsuppgifter och repetitionsfragor

INSTUDERINGSUPPGIFT 4 (integral)

Det ér "rdkna ut uppgifter", du far inte losningar utan bara svar. Rdkna dem, samtliga
var tentamensuppgifter.

A) Berikna den effektiva stromstyrkan i, definierad av i =2 I i(t)’ dt
0

for en vixelstrom i(¢) =i, cosws med vinkelfrekvens « .

% Usin x +%/M

B) Berikna |———F———dkx.
o 1+32
C) Bestdm primitiva funktioner till S resp B
\/X+X\/; \1x2+x\/;
. _ ¥\ v _e"—1_ sinhx N .
D) Lat f(x)= tanh(Z). Visaatt f(x)= 11 T+coshx’ beriikna xlirilmf(x)

och bestim den primitiva funktion F till f som satisfierar F(0)=1n2.

00

cosh(x) = xsinh(x)

E) Berikna dx .
l (cosh(x))’
. 1
F) Ar |———— dx konvergent eller divergent?
) '([ Jx (x te™ ) s s

G) Berikna lingden av kurvan C: r=r(t) = (t, t? -4, t), -2 2.

svar: A) % B) 12-3In5 C) 4V1++/x resp. 2ln(\/;+%+\/x+\/;)
D) lim f(x)=21, F(x)=In(l+coshx) E)0 F)konvergent G) 6v2 +In(2v2 +3)

Extrauppgifter

Foljande uppgifter har varit tentamensuppgifter:

9. Funktionen f definieras pa foljande sétt:
D, =]0,00[, f(1)=0 och for 1£a0D, dr f(a) arcamattet av det omride i

|| alx|

xy-planet som begrinsas av kurvorna y =ae
a) Visaatt f(a)=f(¢) for aOD,.

b) Berikna f(x) ochritakurvan y = f(x) (xOD,).
¢) Visaatt f(4) inte ir ett rationellt tal.

och y=e

10. Domkyrkan 1 Ulm har ett 161m hogt torn med en spiraltrappa som man kan g upp 1.
Hur lang tid tar det dig att né utsiktsplattformen pa 150m hojd, om du startar 1

punkten (\/5,0,0) och gér lkm/h lings ganglinjen r(v)= (\@cos v,</3sin v,v) ?
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inledande matematisk analys (tma970), instuderingsuppgifter och repetitionsfracor

JTx
1. Lat f(x)=x+—22 1 och g(x)=sin%-(sin%)2.

sin - +1
a) Visaatt f(x)<0 for 0<x<I.

b) Berikna arean av omradet mellan kurvorna y = f(x) och y =g(x), 0<x<1.

12. Beridkna arean av omradet innanfor den 6gla som 67
definieras genom y® = (4-x)(x> +x+2y—4). A
2_

svar: ' 1' w
1 2 W

9b) f(x):2sg,rn(x—1)(xﬁ +§—x—x*'“),0<x¢1
10) 18 minuter 11) 2h2) 12) 26

i 3 hi ~i00= arcar..
Omréadet i1 9a) ser ut s har y=f(x)=arean

for a =4 (6vre, rod) och
for a =% (undre, bld):

O = MW ;

15 41 06 006 1 186
M,

REPETITIONSFRAGOR inl. matem. analys for F1,TM, 09

Moment 3: integral, kurvor

1. Vad ér en primitiv funktion till /? Kan du motivera varfor en kontinuerlig funktion
har en primitiv funktion (hur "konstruerar" man en primitiv funktion)?

2. Vadir J.f(x) dx resp. jlf(x)dx ? Kan du visa att if(x) dx =[F(x)]" 4r

oberoende av vilken primitiv funktion F till f man véljer?

3. Hur definieras funktionerna In(x) och exp(x)?
Kan du visa logaritmlagarna och rdknelagarna for exponentialfunktionen?

Hur lyder formlerna for variabelsubstitution och for partiell integration?
Kan du partialbraksuppdela rationella funktioner?

Vad ar en Riemann-summa?

A

Ar summan/produkten av tva jimna funktioner jimn? Av udda funktioner?
Av en udda och en jamn funktion?

8. Kan du (formulera och bevisa) integralkalkylens medelvirdessats (bada versionerna:
for en resp. for tva funktioner)?

9. Hur definieras (konvergent/divergent) generaliserad integral?

10.Kan du (formulera och bevisa) jamforelsesatsen for generaliserade integraler?

11.Vad dren (C”-) kurva i R’ ? Baglingdselementet? Lingden av en kurva?
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LosningsForslag till instuderingsuppgift 3

1 .
—, da x>0
. I+y2+5 -
A) Vihade f(x)= { ) (se 16sning till instud. uppg.2), detta ger derivatan for
_ da x<0

1+ 2+ L7
1 -1
x#0: f'(x)=sgn(x) ,alltsd &r f'(x)<0 for x <0 och
1+,2+-L 2\/2+ 5 x—l
f(x)>0 for 0<x<1,detger att f érstr. avtagande i | —,0[ och str. vixandei ]0,7]
och dirmed injektiv i vartdera intervall. Det storsta virde som f antari ]0,1] r alltsa
f(&)=1 och eftersom lim f (x)=1 (instud. uppg.2) och f dr kontinuerlig pd ]0,1], s& ger

s.o.m.v. att f antar ddr alla varden mellan 1 och 1, analogt ger lil’(l)’l_ f(x)=-1 och

2
lim £/(x) =1-+2 att f antari ]—,0[ alla viirden mellan -1 och 1-+v2 (se v, i
instud.uppg.2), alltsd &r V, = ] -1,1 -2 [D 14.1]

B) 1 =vxIndx + sin ¥ ﬁ ar kontinuerlig i varje punkt x>0, t 4r sammansatt
I 3 g jep y

av funktioner som #r kontinuerliga i ]0,00[; f #r kontinuerlig dveni 0, ty

lim f(x) = mgl(g\/} Inx +~/x 20t 4 g\/} j =10 +00+0= £(0) (standardgriinsvérden och

X
Jx cos x-S0
kontinuitet av / ). Vidare ar for x>1 f'(x) =%(ﬁlnx+%) SR ==
- xInx+2x+6xcosx—3sinx+7x - xInx +6x(1 +COSX)+3(X —sinx) >0 ty varje summand
6xvx 6xvx

i tiljaren dr >0. Alltsd &r f stringt vixande i ]1,00[ och ddrmed injektiv pa [I,00[. Till sist:
f' > - did x > 0+,detfinnsallts ett d>0 sdatt f'(x)<-1 foralla x[0]0,8[; f dr
alltsa striangt avtagande i [O, 6] , och dirmed f(8)< f(2)<0.Men f &r kontinuerlig pa [5, 1]
och f (1)> 0, s.o.m.v. ger dd att f antar virdet f(2) &ven i nigon punkt xo D[5 1] alltsa ar

efinjektv i 10.1[ (/)= /(x).8% ). Grafen il f (x) =xIn + S02 4 Tx

visar hur ldtt man kan bli vilseledd av figurer (labb!!):

a
as 1,0008;
14; x
0,00001 0,00002 0,00008 0,00004 GA00005
12; 3| 06 o

04 ), 0005

injektiv? injektiv? o injektiv? o €j injektiv!!

ARRRRRARREsnsssusnas] L e
o o5 1 15 2 0 0,02 0,04 0,06 008 o1
x
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C) a) f ar deriverbar och ddrmed kontinuerlig i varje punkt x # 0
och f'(x)=2xcosL+sinl drkontinuerlig i varje punkt x # 0
ty f och f'ar sammansatta av deriverbara funktioner for x # 0
(cos(x),L,sin(x)...). D4 undersdker vi om f &r deriverbari 0,

s x
d.v.s. om % har ett gransvarde dd Ax gar mot O:

|f(x)—f(0)|=|x2 cos§—0|: N

of _

0.0047

0.0021

0

-0.0027

-0.0044

1006 0020002 008

X

instdngningslagen ger da att iin}) A = 0 existerar, d.v.s. att f* &r deriverbari 0 med

£'(0)=0. Dirmed &r f Z4ven kontinuerligi 0 (visa detta dven direkt). Men f' saknar grins-

virde dd x gdrmot 0,ty f'(x)=2xcosl+sind, lim2xcos1=0 och sinl saknar gréns-

x-0

virde dd x gar mot 0, eftersom sin. antar i varje intervall ]-8,8[ alla virden

mellan —1 och 1, f'(x) kan allts inte g mot ett grinsvirde di x g&r mot 0.

b) For x>2 idr f'(x)=2xcosl+sinl>0 (0<Ll<I) f iralltsa stringt vixande och

dirmed injektiv pd [2,00[ (slutetintervall, ty f &r kontinuerlig).

©) f"(x):2cos%+%sin§—x%cos%>0 ty f"(2)=mlim f"(x)=2 ochfor x>2 ir

f"(x)= —Lsin1<0,dvs f" drstr.avt. = f"(x)>2 = f stringt konvex pa [2,o0].

C _ 1
d) g ar lnjektlv (tyfar), Dg 1(ﬁ):D ( ) dar g(a)=azcosﬁ=#;fdrsék med 61:%:
g(a
: - S . - D 1 _ 1 _ 2n
bingo (cosT = 1), alltsa ar svaret: Dg 1(%)— DFC) " TeoszasinZ 145 - gaaAn
m Vs 3 3 T 2 ~ v/

En tentamensuppgift:

En oelastisk trdd med dndpunkti (1,0) dr lagd ett varv utefter enhetscirkeln x* + y* =
da traden (strackt) rullas av fran cirkeln beskriver dess dndpunkt en kurva C i planet.

Ange en parameterframstillning for C och bestim C:s langd.

svar:
C:r=r(t)=(cost +tsint,sint —tcost), 0 [ - 277,
lingden dr 277 Le.

N

[C kallas INVOLUTA till cirkeln]
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