Tentamen inledande matematisk analys
for F1 och TM (tma970), 09-10-22

uppg.1

Co=1o0ch Cpiq = Q(f[j;l)cn for n e NU{0}. ANM: C, #r Catalantalen.
Vi skall visa att for alla n € N giiller C,, T(%) observera att (2:) = Ei?));
Bevis (med induktion):

Ln=1: C =200 =1= (3 ok

II. Foruts.: C), = i( ) géller for p € N, 1 < p < my for ndgot mgy > 1.

II"3

o . 1 2mo+2
Past.: Chy+1 mo+2<mo+1)'
s _ 2(2mo+1) . .. 2(2mo+1) . 1 2mo\ __
Bevis: Cpp+1 = 7m0+2 Cy =[enligt foruts.]= B, malli | ( . ) =

2(2mo+1)  (2mo)!
(mo+2)(mo+1) ~ (moh? —

=V L; HL i pastaendet &r

oL — 1 (2mo+2) _ (2mo+2)! _ (2mo+1)(2mo+2)(2mo)! _
mo+2 \ mo+1 (mo-+2)((mo+1)!)2 (mo+2)(mo+1)2((mo)")?
_ (2mo+1)2(2mg)! — VL. vsv

(mo+2)(mo+1)((mo)H*
III. Induktionsaxiomet ger da att C,

+ ( ) giller for allan € N. vsv

uppg. 2

Lat 1 < a € R. Arean av omradet {(z,y): —lna <z <Ina, 0 <y < coshz}
ar [cosh #r jamn!]
Ina

A=2 f coshzdz = 2 [sinhz]"* = 2sinh (Ina) = a — L.

a

Langden av kurvan y = coshz, —lna —— Ina  &r

Ina lna
L= [ 1+ (y \/1—&—s1nh2 =[1 + sinh? r jimn]
lna

—Ilna
Ina

=2 [ coshzdz=L=a—11
0
Arean av rektangeln med sidorna 1 och L = arean under y = cosh z:

% o

1.5 4

0,3

(=]
=
(%]

2_
arean = lingd = <=t
a.

' svar:




uppg. 3
a) f(z) = arcsin (z)—x, Dy = [-1,1]. For0 <z < lar f' (z) = \/1£7—1 >0,
det visar att f &r stringt vixande pa [—1, 1] (ty kontinuerlig och udda),
alltsa injektiv.
Df ' (=2) = Df(a) dér f (a) = arcsin (a) —a =% — &, vi ser att a =

1
2

f/(%):\/gfl_f 1, alltsa &r D f~ ( ):f/(lé :2f3/§:2ﬁ+3.

~—|

grafen (y = arcsinx — z):

0,4

0,24

-0,2

04

b) For 0 < x <1 &r arcsin (z) > z ty enligt a) &r f stringt vixande, alltsé
f(z) = arcsin (z) — x > 0, eller ty arcsin #r str. konvex (= ligger ovanfor
tangenten y = z) eller ty sin (z) < z (= z < arcsin (a:) ).

Dérmed har vi0 < Ve o VT L for 0<z <1, f dx dr konvergent,

arcsin(z) — =

N

jamforelsekriteriet ger da att dven f P

dx &r konvergent.

svar: |a) Df™!(%3) =3+ 2y3  b) konvergent

uppg. 4

Satt f (z)= (17::“” for > 0 och f(0) = 0; f &r kontinuerlig dven i 0 ty

1
zlnz — 0= f(0) d& x — 0+, alltsd existerar [ f (z)dz; for z > 1 ar
0

0< f(z) < (0+L2)2:z—12tylnx<x [g(x)=x—Inz>g(l)=1forz>1ty

g (z) =1—12 > 0], [ Zdz ar konvergent, jamforelsekriteriet ger da att fven
1

f f (x) dz ar konvergent och déirmed har vi att

f z)dz = f f(x)dz + f f (z) dz &r konvergent. Berékning:

0

F(

F(x) f(1+2)2 ()dm—[pl] mlnx—&-%fmcix
= 2(%122)"' f( —1+I)dm—f(_fi;ﬁz+1nx—%ln(1+m2))+c,




alltsd &r ff (z)dz = [F (z)]g =

— Tim 1 1 lnz | 1 1 i 1 (z%In _
*ﬁﬂﬁ(*ﬁﬂ'?f+f“ﬁﬂ)*;%ﬁ(?ﬂf**m@+“>)*
=1 <70+% 0+1-In 0+—1> —2(2-1.In1) =0 [standardgrénsvirden!].

ANM: En listig 16sning ér det foljande: Eftersom vi vet att integralen
o0

[ f(z)dz &r konvergent sa kan vi berdkna den s& hér: [ = f (w ln(x)) dr =
0

=1 0 Lin(1)  tn(h)
[dx_—tlzdt :—o{(figdt:—of grdt=—1 =1=0.

z In(z)
(1-}-902)2 =0

svar: f

uppg. o

. _J 1—zarctan(2) for z # 0
a) Funktionen f (z) = 0 f5r 7 — 0
kontinuerlig) i alla punkter z # 0 ty f #r sammansatt av deriverbara

funktioner; li%l fx)=1- lirg (a: arctan(%)) =1-0-3=1,

. 11 1 _1_0.(_T) — _ _
Jim f(2) =1- lim (varctan(3)) =1-0-(=F) =1= lim [(2) = f(0),
alltsa dr f kontinuerlig dven i 0.

_ J@)—fO) _ 1 3 daz—0-
Am =0 arctan( ) — “1 daz— 0.

#ir deriverbar (och déirmed

det visar att f inte ér deriverbar i 0.

b) Observera att f #r jimn, vi betraktar alltsd bara x > 0.
Eftersom lim 2r¢tant — lim Y— = lim (cosv
t—0 t arctan t=v—0 tan v v—0
lim f(z)= lim (1—2<ant) —7 1 =0, z—axeln &r alltsd asymptot.
200 1oi0,

va) =1, sa ar

f(z)=— (arctani +
" (x) = lzrff:;z)f ti= = (1+ 57 > 0, det visar att f’ dr stringt viixande,
alltsa att f &r stringt konvex pa [0 oo[ (och pa ]—o0,0]).

Kurvan y = f (z) ser ut si har:

LY = 1
1+é)2 (_ﬁ)> = H% — arctan

0,9
|3
0.2
4 T Y T T I T T T T T
-2 -1 0 1 2
X

c) Att f(x) > 0 vet vi fran b): f dr stringt avtagande pa [0, co[ ty

1
f@) == - arctan - — 0 da z — oo och f’ &r stréingt vixande, alltsa
2



/' (z) <0 (dessutom f'(x) — —%- da x — 0+, se a)). For = > 0 géller:

2
f@)<&H e l-zgactanl < 5 & g(z) =& — L +arctan < > 0:
2 2 4
3 x*=3)(14z" )—=x _9g2_3
g (x)=—3+ ;12 - 1+112 = ( w4)((1+z2)) = $4(f+$2) < 0, det ger att

g dr stringt avtagande och eftersom lim g (z) =0 sd dr g () > 0 for x > 0
(dessutom g (z) = 2 (1 — 2?) + arctan 1 — oo da z — 0-).

ANM: Anda enklare #r det att visa det ekvivalenta pastaendet
0 <t—arctant < t> fort > 0.

1 oo
d) [ f(z)dz existerar ty f dr kontinuerlig, [ f (x)dx existerar ty for > 1 &r
0 1
0 < f(z) < 2 (enligt c)) och [ rdx &r konvergent (jamforelsekriteriet),
1

alltsa &r [ f (x) dz konvergent. Berékning (férst en primitiv funktion till f):
0

F(z) = [(1—zarctand)de = [pi] =2 — (7”2—2 arctani + 1 f rgildx) =

2
_ x 11 1 _1 2 1
=1z — % arctan _if(l_ m2+1)dx =1 (z — 2% arctan 1 + arctanz) + c.

Alltsd dr [ f (z)dz = lim F (z) — hl’{)l F(z)=
0 r—00 r—0+
= %zli)n;o (m — 22 arctan %)4—%—0 :i, ty enligt ) dr 0 < z—a? arctan% < %
2

och instdngningslagen ger da lim (z — z* arctan %) =0.
r—00

e) f dr jimn och avtagande pa [0, 00[ (se c) ), saledes har vi
sup{f (z):xz € R} = f(0) (= f:s storsta virde) och
inf{f (z) :x € R} = lim f(x) =0.

r—00

svar:

’a) f ar CY, inte deriverbar b) f ir stringt konvex pa ]—oo, 0] och pa [0, oo[‘

’d) T e) 1 resp. O‘

Observera att arean mellan z-axeln och y = f(z) dr lika stor som arean av
halva enhetscirkelskivan:




