Tentamen inledande matematisk analys
for F1 och TM (tma970), 10-01-16

uppg.1
Cp = %(27?) dr Catalantalen. Vi skall visa att C, = (*") — (*",) (n € N);
Vi visar (271) n«lkl (27?) = (n2f1):

() - =& (1-3) = & B = o = (). v

uppg. 2
Sitt f (z) = 2arctan (z + V22 4+ 1) — arctan (z).
Losning 1:
() = 21+ %) o 2(a?+1+2/27F1) I
1+($+\/W) 1+z (z2+1)(1+a2+a2+1+22v27+1) 142
2(2® +1+2vz2+1)

= Dt reva ) H_zQ =0= f(x) =c (f konstant pa R),
f(0) =2arctan1 — arctan0 = 7 ger f (z) = 7.
Losning 2:
Betrakta forst > 0: sétt o = arctan (z 4+ V2 + 1) och 8 = arctan (z)
(& tan(a) =z + Va2 + 1, tan(8) =z och 0 < o, 3 < 3).
Eftersom z 4+ a2 +1 > 1 sa dr o > T, alltsa 2a >  och dédrmed

z+Va? z+Va?
tan (2a) = {2t f((;;g)y = 2D o 1o —tan(3-5) =
:tan(ﬂ—g), alltsa 2a = 8 — § + km och eftersom § — 5 <2a -8 <7
sa ir k =1 och f(z) =2a — = F. Vidare giller (fortfarande x > 0)
f(—z) = 2arctan (—z + Va2 + ) — arctan (—z) =

= 2arctan (ﬁ)—&—arctan( ) =2 (% — arctan (z + V2 + 1) + arctan (z)) =

=r—f(z)=m—-5=7%5.Daf(0)=7Fdralltsa f(z)=7 forallazcR. vsv
uppg. 3
Funktionen f (x \/2 cos? (2z) + sin? (4z) = /2 + cos (4x) — cos? (4x)

dr m—periodisk och jamn, det riicker alltsa att studera f pa [0, 5]

a) Ar f deriverbar i ’T? Af f@-1(3) _ ‘/(2 cos(dw))(1+cos(dx))=0 _

z—Z T—Z
2—cos(4x) 4y/1— 0052(4$ —4 2—cos(4x) |sin(4x)| __ 4 2—cos(4x) |sin(mr—4x)|
T—cos(4xw) dz—m - 1—cos(4x) ~ dw—m 1—cos(4x) dz—m

4

4\/g daz — Z-
, dvs f &r inte deriverbar i T
\/7 dax — F+

alltsa —

F@)—f(%) -
z—% 4



b) For z € [0, 2] \. {5} (0 och F &r inre punkter i Dy = R) &r

f/ (.’L‘) _ —4 sin(42)+8 cos(4z) sin(4x) _ 451“(4@(005(41)—%)
2\/2+COS(4CD) cos?(4z) \/2+cos(4x)70052 (4z)’

f(z)=0forz € {0,%,35,%} (5 egentligen onédigt), teckentabell for f:

s T T s T 5T 51 Y s

z 0 [Jo&[ & [1& ][5 BI[F[[H.3[]3

sin 4x 0 + + + — - — 0

cosdz — % + + 0 — — 0 + +

1 0 + 0 — ! + 0 — 0
/ VI 7 (3N (o[ 7 (31~ |2

Tabellen visar:

f antar ett lokalt minimum i 0 (och i g) (f (0) = v/2) och i T(f (%) =0),
f antar ett lokalt maximum i 75 ochi 3% (f (%) =f(35) =,/2-2+2 =2).
Grafen:
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© (7, ¢ polidra koordinater) har arean
1

m(D)=1 [ (F(@)dp=[f ir jimm] = [ (2cos? (2¢) + sin? (4p)) dip =

INE)
O —p

INE)

16

[}

= Of (1 + cos (4()0) + % (1 — cos (890))) d(p = [%(p + % 5111(850)1| — 3?71'

omradet D: omradet €:

2 cos? (2z) + sin? (4x)dx &r arean av omradet  mellan z-axeln
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och y = f(x),—F <z < 7 (nagot helt annat!), kan beriknas (bra 6vning!):



1
A =2 [cos(2z)4/2 + 4sin (Qx)dxzof\/2+4t2dx:...
=3 (V2V3+In(v2++3)) (doit!).

svar: |a) nej b) extrempunkter i 0, iz,ilz,ig,i% ) %”

O —rn

uppg. 4
2(z n(xr nr 2 .o .
a) f'(z) = — 14;1(11%)!;(2;))(2 ) —ngﬂng()@)g <0fér 0 <z # 21 det visar att

f dr stringt avtagande pa ]0, %] och pa [%, oo[, f ar kontinuerlig, f &r alltsa
injektiv (pa Dy =]0,00[), 1 &r en terasspunkt.

Asymptoter dr y—axeln, ty f (z)= m — oo (ty #In? (z) — 0) d& = — 0.

och z—axeln, ty f (z)= —0daz — oo.

1
z+x In?(x)
2(1+In x)z(l-}-lnz(;c))z—(l—i-ln z)? (21(1+ln2(z))2+2x(1+1n2(1))2 In x)

1
f"(z) = 2 (14+1n2(2))" -
_ 2(1+lnm)(1+1n2(m)—(1+1nm)(1+1n2(m)+2 In m)) B
- 23(1+1In2(z))° -
o 2(1+1n 1:)(1+1112 a;—(1+3 In? 243 1n J;+1n3(w))) _ 2(14+Inz)In a;(3+2 In :1;+1n2(w))
- z3(1+1n2(z))3 - 23 (1+1n2(z))® :

Teckentabell for f” (3+2Inz+n?(z) = (Inz+1)°+2 > 0):

x 10,22 [T [1 [ o0f
Inx — - - 0 +
l14+Inz | — 0 + + | +
I + 0] — 0| +

Tabellen visar att f dr stringt konvex pa ]07 %

pa [l, 1] och att 1 och 1 #r inflexionspunkter.
e e

| och pa [1,00] , stréngt konkav

34
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b) { mdx = [arctan (Inz)];” = Jim arctan (Inz)— wlir& arctan (Inz) =
=3 - (—g) = m. [observera att linjen z = 1 delar omradet mellan x-axeln och
y = f(x) i tva delar med lika stor areal].

svar:

‘a) asymptoter: z = 0,y = 0; konvex i ]0,1] och i [1, 00, konkav i [1,1] b) 77‘




uppg. 9
f:R—ﬁRgesavf(O)zOochf(x):W for = # 0.
a) f dr C' i alla punkter x # 0 (ty f dr sammansatt av C''—funktioner);

for x = 0 giller:
f _ f(x)=f(0) _ In(cosh(z)) _ In(l4cosh(z)—1)  (coshz—1) _

Az z—0 - 2 cozshac—l x2 -

_ In(14cosh(z)—1) 1 sinh 1 (1+h) 8

- coshx—1 ’ coshz+1 ’ (bm:v w) 4) L 27 1daz — 0 ty — 1da

h =coshx —1 — 0 och Sm;”" = Smhi:%‘“ho — cosh 0 (derivatan av smh i origo)

da z — 0, alltsé &r f deriverbar i 0 med f’(0) = %. Vidare géller for = # 0
sinhz .| h . 1 "

' (x) = sinhe ;;(cos (x)) _ coslhm . szhz o n(co;;(r)) = 1_% _ % = f/(0), dvs.

f’ &r kontinuerlig i 0, alltsa f &ir C' dven i 0. VSV

x 5721 T n e
limf(x)zlimw:hm i (1: )—1+11m11n

(1+e J:)
r— 00 r— 00 r— 00 I*)OO

=140-In (HO) =1; lim f(z)=—1ty f ar udda, eller s.o.:

—“‘W(m#)) ~ lim 7_”11‘(;22“) = 14 lim Lin (£55) = 140,

lim
Tr—— 00

ANM: f dr striangt viixande (visa det, #r enkelt), y = +1 dr asymptoter till
y=[(z):

1
n.s% In{coshix) ]
x

ln(2 >0 for z > 1,

o—2a e
b) 1— ln(coih(a:)) zfzfln(l-*—g ) _ 111(2)—111(1+e 2 ) N

x T

f @dw ar divergent, jamforelsekriteriet ger da att f (1 - W) dx &r
1 1

divergent.

svar: |a) hrf f(z)==x1 b) divergent

uppg. 6

Lat M = {M S N}; vi skall visa att sup M = 1, dvs. att

a) 1 4r en majorant till M och b) 1 &r den minsta majoranten till M:

a) M: lcog(")‘ <1ty |cos(n)] >0 for allan € N.

b) Inget K < 1 kan vara en majorant till M ty till e =1 — K > 0 finns ng € N

s& att koilﬂ - O‘ |Cos(n)| < e forallang <neN (ty Jim. Llcos (n)| = 0),
alltsa 1 — leostiotll g e g vy

ANM: Visserligen #r lim (1 — W) = 1, men det ger inte 1 = sup M ty
1- % #r inte vixande!



