Tentamen inledande matematisk analys

for F1 och TM (tma970), 10-08-23
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uppg. 2
sinh z . . o
(14 ) = esimbrln(ltagis) ty exponentialfunktionen ir
Tr— 00
. In(1+
kontinuerlig och sinh z In (1 + Coshm) = ELI;E:; ( :’*“) T 1.1 ty
cosh x

s In(l+¢) sinhz _ 1—e %® 1-0
}E)% t =1 och Coshz T 14e—22 r—oo 11H0°

o sinh z In(1+sinh z)
P.s.s. fas (1 + sinh z)ose= i — ks PG — eV =1 ty
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uppg. 3
For |z| < % &r cosz > 0 och f(z) =1In ( 1+ tan (x)2> =1ln (%) =

—In(cosx). Lingden av kurvan y = f(x), [z| < § &r
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g z sin 2
= Of (lccf”:fw + 13251:30) dr=[-In(l —sinz) +In(1+sinz)]§ =In i_;n% =
2+f

=In VT eller substituera tanx = ¢, da &r (1 + tan? x) dx = dt och

\/1+ (tanz) dx72 *2[ln(t+\/1+t2)] 721n(\/§+2).
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svar: |21n (2 + \/§)

uppg. 4
f(z)=2+2V1—22 Dy =[-1,1]. For |z| <1 &r f’(m):l—\/%:
For x < 0 &r f' (x) > 0 och for x > 0 &r

’ _ 1—x2-2z __ 1-5z2
f (.’L‘) T Vi1—z?2 T \/1—I2(\/1—x2+2x) {

>0 da0<x<f det vi
<0da L <:z:<1 et visar att f

har lokala minimipunkter i —1 och 1 och en maxumpunkt i %, utrékning ger:

f(=1) = =1 dr f:s minsta virde, f(%) = % dr f:s storsta virde, f(1) =1 &r

ett lokalt minimum.
Eftersom flx)=x —|— 21— 22 >z sa ar arean mellan dessa kurvor

f (f(z) —2)dx = f 2\/1 —22dx = 4fmdx = 7 [=arean av cirkelski-
1
Jdmn

1 .
2 1.2 <11 riknine: 2 — T =sint —
van 72 +y* < 1]; rikning: 4f\/1 z2dz [ do — cos tdt
=4 [ |cost|costdt = 2f (14 cos2t)dt =
0 cost 0
/ V1—x2+4
Anm: for |z| <1 &r f" (z) = (1 — \/121”7) = 727' <0, dvs.

f dr stringt konkav (pa [—1,1]), alltsd ligger y = f (z) ovanfor sekanten y = x
(bada kurvorna y = f (x) och y = x gar genom punkterna (—1,—1) och (1,1)).

—1 &r minimipunkt, %5 #r maximipunkt, 1 &r lokal minimipunkt,

svar:
var arean dr m  (f &r stringt konkav)
uppg. 9
a) f(x)=sin(2arctan (e”)); séitt o = arctan (e”) (& tana =€, 0 < o < %),
da dr f (z) =sin (2a) = 2sinacosa = Ci;;‘;‘ig?sfa = g = 13;;

Eller: rita en rdtvinklig triangel med kateterna e” och 1 och hypotenusan



V1+e?? da far du sina = ﬁ, cosa = ﬁ och

) _ o . 2e” 1 2" 1
sin (2a) = 2sinacos o = : = Thom =

\/1+e2z 1+e2% coshz”
f #r jamn [Kolla 2 1%7*“ = e2f+1 1], for & >0 &r f'(z) = ;OZ‘}?;T <0,
alltsa ar f (0) = 1 f:s storsta virde. Vidare ar
f/l (.’L‘) — _ cosh? ."c—fozihrih;mcoshz — 2sinhC20:;ch—3ctx)ShZ:c — Siégl;g;l { z 8 -
sinhx >1 x > arcsinh1 = In (1 + \/5)
sinhz <1 x < arcsinh1 =1n (1 + \/i)
{lés sinhx = emfze_w =1 !}, det visar att f &r

{ et oo o [0’ . (1 y \/5)] n (1 + \/i) dr inflexionspunkt.

strangt konvex pa [In (1 + \/5) 00

lim f (z) = lim —2%— = 0, det visar att z— axeln &r asymptot. Grafen:
T—00 r—o00 ¢ +1
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b) [ f(z)de =2 [ &mdz = 2 [arctan (e7)]5°
0 0
=2 ( lim arctan (e*) — arctan (eo)) =2(2-2)=12.

ANM: Integralen kan berdknas direkt:

e arctan (e”) =t, = In (tant) H
3 xT — ’ _ _
Ofbln(Qarctan(e ) dx = [ do = — di— 1 __dy —Jth— z.
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a) 0 dr maximipunkt; y = 0 &r asymptot; f dr konkav pa [—a,a],

)
svar:
konvex pa ]—oo, —a] och pa [a,00[ dira=1In(1++v2) b) Z
uppg. 6
a) f(0)=1, f(z)= 2o fur jii}mn ty sinh och arctan dr udda, f #r
Kontimuerl ty lim  (a) = lim S22z — 11 = £ (0) 1y
hn%)smf“’ = lirr%)isi“hz;smho = cosh (0) = derivatan av sinhz i = 0 och
r— Tr—
lim aretans — iy, arctane—arctan0 — 1 — derivatan av arctanz i = 0
x—0 x x—0 R 1+0
eller lim 2r¢tans — iy Lt —=11| Fora>0 &r
z—0 x arctan z=t—0 €0s ¢ sin -
cosh z arctan g — sinhez
f(x)= —r o > 0ty h(z) = coshzarctanz — Sllih;” > 0 ty

/ _ 1 2x sinh
B (z) = smhxarctanm + costhz? Tz T (a2 > 0

alltsd h (z) > h (0) = 0; det ger att f ir stringt viixande pé [0, oo]
(och dérmed stréngt avtagande pa |—o00,0]) och att f (z) > f(0) =

N

coshzx



eftersom f #r kontinuerlig och f (z) — oo da z — oo (f (z) >
satsen om mellanliggande viirden att f (x) = A har minst en 16sning
pa [0,00[d&a A > 1.

2sinh x 2
T) sa ger

ingen 16sning da A < 1
svar: | f (r) = A har{ en 16sning dd A =1 (f:s minsta véirde f (0) = 1)
2 losningar d& A > 1 (eni |—o00,0[, eni |0,00[)

b) Sitt g (k7) =1 och g (z) = f (sing) = SRREMD) f5p o £ k. g g jamn,

arctan(sin z)
2m—periodisk och, enligt a), kontinuerlig, &r alltsd pa varje [km, (k + 2) 7
begrinsad d.v.s. 0 < g (z) < A for ndgot A (man kan ange minsta/storsta
viirdet m/M: g &r (igen enligt a)) stréingt vixande pa [0, %] (ty sin &r str.

12
viixande dér) och stringt avtagande pé [g, %’T} (ty sin &dr str. avtagande

dar), alltsa giller for allaz € R g(0) =1< g(z) < g(F) = 4sinhly,

s
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.. o 2 sinh(sin x) A . A w
For x > 1 géller alltsa 0 < ViTo% arctan(sin ) < 5 { T dx #r konvergent,

sinh(sin x)

mdw ar kOnVergent och

oo
jamforelsekriteriet ger da att fven [
1

sinh(sin x)

o]
didrmed har vi visat att ‘g‘ md% =

v1+x3 arctan(sin z V/1+z3 arctan(sin ) dx &r konvergent'

C—=

sinh(sin x) )d$+ f sinh(sin x)
1

svar:

a) s.o. b) konvergent

F=h(x) = sinb(Rfactanz) (2 Z 0)
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