Losning till tentamen i Reell matematisk analys, del A, fér F1 den 20/8 2004

1. LS Ynt2 + 2Yns1 + 4y, = n? + 1. Karakteristiska ekvationen &r 2 + 2r + 4 = 0 med 16sning r = —1 4
VI =4 = —14iy/3 = 2¢*27/3_ Allm#nna 6sningen till homogena ekvationen ar y{ = 27(C; cos 2m g

(p)

Cs sin 2”") Ansitt en partikulérlosning y,r’ = an® + bn + c till den givna ekvationen. Inséttning ger

an+2)* +b(n+2) +c+ 2a(n +1)% + 2b(n + 1) + 2¢c + 4an® + 4bn + 4c
= Tan® + (8a + Tb)n + 6a + 4b + Tc = n® + 1.

Da fas ekvationerna 7a = 1, 8a + 7b = 0, 6a + 4b + 7c¢ = 1 med 16sning a = % b= 489, c= %

Ekvationens allménna l3sning ar y,, = yéh) + y(p) =2"(Cy cos 22 + Cosin 252) + 1n? — En + 22

2. Los (#2 4+ 1)y' + z(y? + 2y) = 0. Ekvatlonen kan skrivas 52— = —292 om y £ 0 och y # —2, och &r

Y2y T @41
alltsa separabel. Losningen ges av2f Sy = Zdz Vihar [ 2 iy = y(_;% =[Gy—30) =
tlnjy|—ilnly +2| = —%ln|y‘; [, och fwﬂ‘fl = 11In(2? + 1), varfor ln|%| =In(z?+1)+C; =

In[e“t (z? + 1)], och |3’Jy’—2| = e“1(z? + 1), y‘;—2 =1+2 ==+ +1) = C(@* + 1), dir C &r en
godtycklig konstant, C' # 0. Alltsa ar 2 = C(a® +1) — 1,y = C(z2i1)71 =&mmac—7- Vi kan hir
dven tillata C' = 0, vilket ger 16sningen y = —2. Dessutom dr y = 0 en 16sning, som inte fas for nigon
konstant C. For C' < 0 och C > 1 existerar 16sningen for alla z. For 0 < C' < 1 existerar den pa

. . 1-C
intervall dir z # £/ ~7=.

3. a) Vi har serien ) .- | an, dir a, = [In(n? 4+ 2) — In(n? + 1)]y/n = v/nln Zzﬁ = nn(l + =iy) =
Vil + O(5)] Jamfor med b, = 7 Da ér §= = 2+1 4+ 0(77) = 1> 0, d& n — oo. Eftersom

>o2 . by dr konvergent, sé dr ocksd >~ | an konvergent.

b) Vi har serien E 1 Gp, d8r a, = T(‘gn), . Det giller att

any1 _ (n+Dn+1)"2@Bn)!  (n+1)(n+1)%(n+1)*"
a, (3n + 3)!nin2n  (Bn+1)(3n +2)(3n + 3)n2n
(1+1)2 1, 1,
= VTl g4 Tyen L2 1 dan - oo
3(3+%)(3+%)( ST nTree

Enligt kvotkriteriet dr da Y | a, konvergent.

4. Anviind Maclaurinutveckling. Se pa némnaren forst. In(1 +t) =t — 2t> + O(t3) da t — 0, varfor
1 . 1
2In(1 + z*) —In(1 + 22*) = 2[z* — 5:1:8 + O(z'?)] — [22* — 54:1:8 + O(z'?)] = 2® + O(z'?).
Utveckla téljaren t.o.m. z8-termer. Utvecklingarna e = 1+t+ 5t + 43+ 57t + s t° + 550 + =517 +

O(t%) och T+t =(1+#)1/2 =1+ L4+ 25a)z 4 22 2)t3+0(t4)—1+ L1 4 L3 0t
dat— 0 ger

1 1 1 1
(€ —e ™) W1+a2 —a2(e® +e %) = [222 + 32° + 0@+ 5a® — g’ + 1o + 0(")]
1 1 13
—$2[2+x2+ﬁm4+ﬁ$6+0(a¢8)] = 28 +0(2'%) da z — 0.

Alltsa giller att

(" — e WIT@ —aX(e +e®) Pt +060) _BH06) 13
2In(1 + z*) — In(1 + 2z4) T 2 +0@2)  1+0@Y) 45 '




. 2n+2
5. Studera funktionen f(z) = Efzo(—l)"m.
serien &r Y > (—1)"z", som har konvergensradien 1, s& har serien for f(z) ocksa konvergensradien

1, och det galler att f"(z) = Y0 o(=1)"2*" = Y02 ((—2°)" = 55z for |z| < 1. Alltsé &r f'(z) =

Efzo(—l)"gj::ll = arctanz + Ci, och da f'(0) = 0, & C; = 0. Ytterligare en integrering ger
f(z) = [arctanz dz = rarctanz — [ 25t do = warctanz — § In(1 + 2?) + Cs. Eftersom f(0) = 0, &r

C3 = 0. Den sokta summan &r 9f(3) = 9[3 arctan 3 — $In(1 + §)] = 3arctan § — §1n 12,

Eftersom den formellt tva ganger deriverade

6. For fixt = € [0,1] giller att f,(z) = 2Zents — ze® di n — oo. Undersdk |f,(z) — ze®|. Man kan

n+x
t.ex. utnyttja att fn(z) = g(;2%) for funktionen g(t) = te’. Da &r |f,(z) — ze®| = |g(;2%) — 9(2)| =
|25 — 2)g'(§)] for nagot £ (beroende pa n och z) mellan ;%% och z, speciellt mellan 0 och 1. Nu &r
-z = —n’fzoch g'(t) = (t+1)et. Alltsa ér (for 0 <z <1 ochn > 1)
72

| fn(z) — x| = (§+1)65§%2e—)0d5n—>oo.

n+z
Alltsa konvergerar f,(z) likformigt mot ze® pa [0,1] d& n — oco. P.g.a. den likformiga konvergensen
géller att

1

1 1 1
lim fn(z)dx = / lim f,(z)dz = / ze® dr = [ze®]) — / efdr=e—(e—1)=1.
0 o "o 0 0

n—o0




