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1.

Ekvationens karakteristiska polynom #r r?+1, med nollstéllen =i.
Den homogena ekvationen 3" + y = 0 har déarfér den allménna
16sningen A cosx + Bsinx, med godtyckliga konstanter A och
B. Vi soker en partikulirlosning till den givna ekvationen, och
observerar att hogerledet z sin  dr imaginirdelen av xe. Dirfor
bestdmmer vi forst en partikulirlosning till ekvationen y” + y =
ze”. Koefficienten ¢ i exponenten hir dr ett nollstille till det
karakteristiska polynomet med multipliciteten 1, och faktorn x
ar ju ett polynom av grad 1. Darfor gor vi ansatsen y(z) =

z(ax + b)e’ = (ax?® + bx)e'. Insatt i viinsterledet ger detta

y'(x) + y()
= [2a + 2i(2az + b) — (az® + bx)]e™ + (azx® + bx)e™
= (4iaz + 2a + 2ib)e™.

(Har kunde vi ocksé anvént forskjutningsregeln.) Det sista ut-
trycket ovan ska stimma med hogerledet ze', och dérfor maste
man ha 4ia = 1 och 2a + 2ib = 0. Detta ger a = —i/4 och
b=1/4, s& att y(z) = z(—izx /4 + 1/4)e" &r en partikuldrlosning
till ¥ +y = ze™. Imaginirdelen blir Slx(—ix/4 + 1/4)e™] =
—%2 cos x4 7 sinx, som alltsa dr en partikuldrlosning till 3" +y =
xsinz. Den allménna losningen till den givna ekvationen far vi
nu genom att till denna imaginardel addera en godtycklig 16sning

till den homogena ekvationen, alltsa

IQ

T
y(zr) = —cosT + ZsinerAcosa:JrBsinx,



dar A och B &r godtyckliga konstanter. For att slutligen fa rétt
startviirden observerar vi att y(0) = A och ¢/(0) = B. Man maste

alltsa vélja A =1 och B = —1, och den stkta 16sningen dr
2
x x . :
y(x) = — cosT + 4 Sine + cosz — sinx,
2.

Om némnaren In(e"” — n?) ér positiv, ér serien alternerande. Men
In(e™ — n?) > 0 ér ekvivalent med €" > n? + 1, som #r uppfyllt i
varje fall for stora n, eftersom " /n? — oo dd n — oo. (Man kan
l&tt verifiera att det faktiskt géller for alla n > 1.) Serien &r alltsa
alternerande, fransett mojligen nagra termer i borjan. Undersok
nu om forutsdttningarna i Leibniz sats ar uppfyllda for stora n.
Det #r klart att termerna gar mot 0, eftersom In(e” — n?) — oo
da n — oo. Termernas absolutbelopp ar avtagande om féljden
In(e™ —n?) #r vixande, vilket dr ekvivalent med att foljden e —n?
4r viixande och alltsa med e" ™ —(n+1)2 > e"—n?forn =1,2, ....
Denna olikhet kan skrivas som (e—1)e™ > 2n+1, och den dr dérfor
uppftylld fér stora n. Leibniz sats ger nu att serien dr konvergent.

3.

Betrakta uttrycket som ett brak med integralen i téljaren och
vz 1 ndmnaren. Namnaren gér mot 400 dd  — +o00, och det-
samma géller tdljaren. Man kan ndmligen jamfora integralen med
f; 1/+/tdt, som divergerar da x — +4oo. Téljarens derivata ir

1/4/x — 1/2, och ndmnarens derivata 1/(2y/x). Kvoten mellan



dessa tva ar

\/% e —$1/x’

och detta uttryck har gransviardet 2 da * — +oo. Eftersom
namnarens derivata ar positiv for alla x > 2, kan vi anvinda
I’Hospitals regel och dra slutsatsen att det sokta gransvardet ar 2.

En annan metod &r att uppskatta hur mycket integralen avviker
fran [, 1/ Vtdt. Skillnaden mellan de tvi integranderna kan

bestammas med medelvardessatsen:
1 1d 1 1 1

1
VT Vi @il 1
dir t — 1/t < £ < t. For att se att den sista kvantiteten &r liten

behover vi veta att £ dr stort. Men eftersom ¢ > 2 &r 1/t < 1/2 <
t/2 och dérfor &r £ > ¢t — t/2 = t/2. Detta medfor

1oen <32 = ViEn

Integralen skriver vi nu som

/ * dt B / T dt n / v 1 1 gt

o t—1/t Jo VE Jo \WJt=1/t Vit .

I hogerledet hir dr den forsta integralen lika med 2/z —2v/2. Den
andra integralen dr positiv men mindre an

vodt 2 32 3/
VE [ = vas e,

och denna kvantitet &r begrinsad for stora x. Genom att dividera
ovanstaende likhet mellan integralerna med /x och lata x — oo
ser vi darfor att

lim

1 [* dt
=2
=500 \/E/Q Vi—1/t
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4.

Foljden uppfyller rekursionsformeln z,1 = f(z,) med f(z) =
cosz. Satsen om sadana foljder séger att man har konvergens
om startvardet ligger i ett begransat slutet intervall I med egen-
skaperna f(I) C I och sup;|f/| < 1. For att hitta ett sa-
dant intervall observerar vi forst att |f'(z)| = |sinz|, s& att
|f'(z)] < 1 for alla x utom x = 7/2 + nw, n € Z. Intervallet
I far alltsa inte ligga i narheten av dessa undantagspunkter. Lagg
mérke till att funktionens virdeméngd &r f(R) = [—1,1], si att
f([—=1,1]) < [-1,1]. T intervallet [—1,1] &r sinz vixande, och
eftersom sinusfunktionen ar udda, har man

sup |sinz| =sinl < 1.

x€[—1,1]
Intervallet I = [—1,1] uppfyller salunda bade f(I) C I och
supy | f/| < 1. Startvirden x; € I ger alltsé konvergens (mot den
entydiga l6sningen i [ till ekvationen x = cosz). Men ett god-
tyckligt startvirde xy ger x9 = cosx; € I och ddrmed konvergens
(mot samma gransvérde).
Alla startviarden ger alltsa konvergens.

5.

Koefficienten for 2* i denna potensserie #r k. Konvergensradien
blir da 1/ limy_ Kk — 1, eftersom detta gransvarde existerar.
Det innebér att serien konvergerar for |x| < 1 men divergerar for
|z| > 1. For = 41 divergerar den eftersom termerna inte gar
mot 0. Konvergensméngden ges alltsa av |z| < 1.



Kalla summan av serien f(x), dar |x| < 1. D& ér

f(z) S k—1

ERp L

och denna serie kinner vi igen som den termvisa derivatan av
den geometriska serien Y ° z¥. Aven denna geometriska serie har
konvergensradie 1, och dess summa &ar x/(1 —z) = 1/(1 — ) —
1. Enligt sats kan en potensserie deriveras termvis i det inre av
konvergensintervallet. Genom att derivera bada leden i ekvationen

1
k
E T = 1 <1
- l—x -l

far vi darfor att

f(x) 1
= < 1.
Alltsa dr summan av den givna serien f(z) = z/(1 — z)? for
|z| < 1.
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Observera att uttrycket for f,,(z) kan ses som en differenskvot for
kvadratrotsfunktionen,

fulw) = VIRV

dir h = 1/n. Eftersom h — 0 da n — oo, kommer f,(z) att
konvergera mot derivatan av kvadratrotstunktionen i punkten x,
alltsa



For att visa likformigheten ska vi uppskatta supremum av

1
2T

taget i intervallet 1 < x < oo. Vi skriver om f,(x) genom att
multiplicera och dividera med \/x + 1/n + /x och anvénda kon-
jugatregeln, vilket ger

1/n

) = I v

Héarav foljer

1 1 VZ—+\z+1/n

1
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dar vi i sista steget gjorde liknadmnigt och férenklade téljaren. Nu
forlanger vi igen med \/z + 1/n + /x och far
I 1/n
2V 2yz(\/r+ 1/n+ x)?

Vi kan nu latt uppskatta absolutbeloppet av denna kvantitet. For

x> 14r/x>1och \/r+1/n>1,si att

L_ 1
— =—, z>1
2/r| ~ 2-22 8’ T T

Eftersom hogerledet 1/(8n) inte beror av x, innebér detta en upp-
skattning av supremum, namligen

fn()

1

<_
— 8n

sup — 0, n — oo.

1
r>1 B Qﬁ

Darmed &r den likformiga konvergensen visad.

6



En minst lika bra metod att uppskatta samma supremum ar att
anvanda medelvirdessatsen pa kvadratrotsfunktionen och fa

_

=3

for nagot € med x < € < x 4+ 1/n. Hérav foljer
111 Ji—E
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Nu forldnger vi med /7 + /€ och tar absolutbeloppet, vilket ger

_ -z
C2VaVEWT +VE)

1
BENZ:
Hogerledet hér ar mindre én

1
ﬂ—ﬂ), n — 00.

4

Den likformiga konvergensen foljer som forut.

7 och 8.
Se kurslitteraturen.



