
Kompletteringar till TMA976ht 20055/12 2005Peter KumlinNedanst�aende antekningar t�aker material som jag tagit upp p�a f�orel�asningarna men som inte�nns med i kursb�okerna. Detta material ing�ar inte i kursen i den meningen att man f�orv�antaskunna det till tentamen. Dok �ar det inte skadligt f�or n�agon teknolog att l�asa igenom det. Talag�arna om f�or mig om ni hittar n�agot fel eller om ni har synpunkter p�a n�agot ytterligare som skulletagits med.1 Existens/entydighetsresultat f�or di�erentialekvationerI kapitel 8 i Persson/B�oiers envariabelbok (PB1) ges exempel p�a di�erentialekvationer av olikaordning oh p�a algoritmer f�or att hitta l�osningar till dessa. Vi kan med bokens hj�alp endast visaexistens av en l�osning till en di�erentialekvation genom att presentera en expliit l�osning. Vidares�ags inget om entydighet f�or l�osningar. Vi formulerar d�arf�or ett par satser som besvarar vissa avdessa fr�agor. Bevis utel�amnas d�a de f�oruts�atter kunskaper (vissa kompakthetsresultat) som vi intehar tillg�angliga.Vi inskr�anker oss till f�oljande problem: Har di�erentialekvationen(�) � y0 = f(x; y); x 2 Iy(x0) = y0;d�ar I �ar ett intervall som inneh�aller x0, en l�osning y(x) f�or x 2 I?Denna fr�aga besvaras delvis av f�oljande tv�a satser d�ar den f�orsta satsen �aven uttalar sig omentydigheten.Sats 1.1 (Piard). L�at 
 = [x0 � a; x0 + a℄ � [y0 � b; y0 + b℄, a; b > 0, vara en omgivning av(x0; y0) d�ar funktionen f(x; y) uppfyller ett Lipshitz-villkor i y, dvs det �nns eett reellt tal Ms�adant att jf(x; y1)� f(x; y2)j �M jy1 � y2j; alla (x; y1); (x; y2) 2 
:D�a har di�erentialekvationen (�) en entydigt best�amd kontinuerligt deriverbar l�osning y(x) i ettintervall[x0 � ; x0 + ℄ � [x0 � a; x0 + a℄. Om 
 = [x0 � a; x0 + a℄� R, a > 0, s�a g�aller  = a.Bevisiden bygger p�a att man studerar f�oljden yn(x), n = 1; 2; : : : av Piard-iterationer de�nieradeav � y0(x) = y0 + R xx0 f(t; y0) dtyn+1(x) = y0 + R xx0 f(t; yn(t)) dt; n = 1; 2; : : :Vi noterar h�ar att y(x) �ar en l�osning till (�) om oh endast om y(x) satis�erar(��) y(x) = y0 + Z xx0 f(t; y(t)) dt; x 2 I;oh om y(x) satis�erar (��) s�a �ar y(x) en kontinuerligt deriverbar funktion. Visa allt detta. Detsom�aterst�ar att leda i bevis �ar att f�oljden (yn(x))1n=1 konvergerar likformigt p�a I mot en funktiony(x) s�a att man kan g�a i gr�ans iyn+1(x) = y0 + Z xx0 f(t; yn(t)) dt:Se Eriksson/Larsson/Wadhe boken (ELW) sats 19.10.1



Sats 1.2 (Peano). Antag att f(x; y) �ar kontinuerlig i en omgining
 = [x0 � a; x0 + a℄ � [y0 � b; y0 + b℄, a; b > 0, av (x0; y0). D�a har di�erentialekvationen (�) enkontinuerligt deriverbar l�osning y(x) i ett intervall [x0 � ; x0 + ℄ � [x0 � a; x0 + a℄.Notera att Peanosatsen inte uttalar sig om entydigheten av l�osningen. Ett exempel p�a en di�er-entialekvation d�ar Peanos men inte Piards existenssats �ar till�amplig �ar f�oljande:(+) � y0 = 3y 23 ; x 2 Iy(0) = 0d�ar I �ar ett intervall som inneh�aller 0. H�ar �ar inte f Lipshitz-kontinuerlig i en omgivning av(0; 0). Medelv�ardessatsen ger ju attjf(y)� f(0)j = jf 0(�)jjy � 0j;d�ar � ligger mellan y oh 0, oh f 0 �ar obegr�ansad i varje intervall (0; �), � > 0. Det g�aller attya(x) = � (x� a)3; x > a0; x � a�ar l�osningar till (+) f�or varje a � 0. Vi har allts�a o�andligt m�anga l�osningar till (+).Vad g�aller entydigheten av l�osningar i Piardsaten �ar detta l�att att visa. Antag att y1(x); y2(x)�ar tv�a l�osningar till (�) i [x0; x0 + �℄, � > 0. D�a g�allerjy1(x) � y2(x)j = j Z xx0 (f(t; y1(t)) � f(t; y2(t))) dtj �M Z xx0 jy1(t)� y2(t)j dt; x 2 [x0; x0 + �℄:S�att �(x) = R xx0 jy1(t)� y2(t)j dt. Notera att �(x0) = 0. Detta medf�or�0(x) �M�(x); x 2 (x0; x0 + �);oh allts�a (e�Mx�(x))0 � 0 f�or x 2 (x0; x0 + �). Integration ger0 � �(x) � eM(x�x0)�(x0) = 0; x 2 [x0; x0 + �℄:Allts�a �(x) = 0 f�or x 2 (x0; x0 + �). P�a liknande s�att visas p�ast�aendet f�or x � x0.F�or n:te ordningens di�erentialekvationer av typen� y(n) = f(x; y; y0; : : : ; y(n�1)); x 2 Iy(x0) = y0; y0(x0) = y1; : : : ; y(n�1) = yn�1skrivs dessa om som system av 1:a ordningens di�erentialekvationer med8>><>>: u1 = yu2 = y0: : :un = y(n�1)enligt 8>>>><>>>>: u01 = u2; u1(x0) = y0u02 = u3; u2(x0) = y1: : : : : :u0n�1 = un; un�1(x0) = yn�2u0n = f(x; u1; u2; : : : ; un); un(x0) = yn�1Metoden med Piarditerationer, en vektorv�ard version, kan till�ampas h�ar.F�or vidare studium h�anvisas till K.G.Andersson/L-C.B�oiers: Ordin�ara di�erentialekvationer, Stu-dentlitteratur. 2



2 Partiall�osningarI samband med diskussionen om hur olika ansatser f�or partiall�osningar till linj�ara di�erentialekva-tioner med konstanta koeÆienter kan v�aljas gavs ett allm�ant "reept" som vi formulerar som ensats.Sats 2.1. L�at K(x) vara en l�osning tillL(D)y � y(n) + an�1y(n�1) + : : : a0y = 0med begynnelsevillkoren y(0) = y0(0) = : : : y(n�2) = 0; y(n�1) = 1. D�a �aryp(x) = Z xx0 K(x� t)h(t) dten l�osning till L(D)y = h(x) som uppfyller begynnelsevillkoren y(x0) = y0(x0) = : : : = y(n�1)(x0) =0.Beviset f�or denna sats bygger p�a upprepad anv�andning av satsen om derivering under integral-teknet, se Persson/B�oiers ervariabelbok (PB2) Sats 2 sid 186.3 Ordo-begreppenI samband med Taylorutveklingar har ordo-symbolen (stora ordo oh lilla ordo) anv�ants. Viger h�ar en de�nition av begreppen. L�at h(x) vara en funktion med de�nitionsm�amngd Df , d�arDf T [�; ℄ 6= ; f�or alla  > 0. n nedan beteknar ett ike-negativt heltal d�ar "x0" skrivs "1".h(x) = O(xn) d�a x ! 0 betyder att det �nns ett intervall I = [�a; a℄, a > 0 oh ett reellt tal Ms�a att jh(x)j �M jxjn; alla x 2 [�a; a℄\Dfh(x) = o(xn) d�a x! 0 betyder att lim06=x!0 h(x)jxjn = 0:Speiellt f�oljer att h(x) = o(xn) medf�or h(x) = O(xn) men omv�andningen g�aller ej. Betek-ningarna O((x � a)n) oh o((x � a)n) d�a x! a de�nieras analogt.P�ast�aendet att en funktion g(x) �ar kontinuerlig i x = a kan med ordosymbolen skrivasg(x) = g(a) + o(1); x! a:4 l'Hospitals regelEtt exempel som visar att villkoret g(x) 6= 0 inte kan f�orsummas:S�att � f(x) = x+ 12 sin 2xg(x) = esinxf(x):Vi noterar nu att1. g(x)! +1; x! +12. f 0(x); g0(x) existerar3. f 0(x)g0(x) = osxesin x(x+ 12 sin 2x+osx) ! 0; x! +1 (d�ar en faktor osx f�orkortats) MEN4. 1e � f(x)g(x) � e f�or all x � 3 (t ex), vilket inneb�ar att f(x)g(x) 6! 0; x! +13



l'Hopsitals regel �ar inte till�ampbar d�a g0(x) v�axlar teken i varje intervall (a;1); a 2 R.Det �ar myket s�allan som l'Hospitals regel �ar "ett m�aste" f�or att visa existens av gr�ansv�arden. Vikompletterar ELW:s exempel p�a sidan 25 oh uppgift 1644a med alternativa argument:Ex 1: limx!1 x(�2 � artanx) = 1 inses fr�anx(�2 � artanx) = x Z 1x 11 + t2 dt = x([ t1 + t2 ℄1x + Z 1x 2t(1 + t2)2 dt) == � x21 + x2 + 2x Z 1x 11 + t2 dt� 2x Z 1x 1(1 + t2)2 dt:Detta ger x(�2 � artanx) = x Z 1x 11 + t2 dt = x21 + x2 + 2x Z 1x 1(1 + t2)2 dt;d�ar j2x R1x 1(1+t2)2 dtj � x1+x2 R10 11+t2 dt! 0 d�a 0 � x!1. L�at x!1 oh p�ast�aendet f�oljer.1644a: limx!1 lnxx R x2 1ln t dt = 1 inses fr�anlnxx Z x2 1ln t dt = lnxx ([ tln t ℄x2 +Z x2 1(ln t)2 dt) = lnxx ( xlnx � 2ln 2 +Z px2 1(ln t)2 dt+Z xpx 1(ln t)2 dt):Vidare g�aller 0 � lnxx Z px2 1(ln t)2 dt � lnxx px 1(ln 2)2 ! 0d�a 2 � x!1 oh 0 � lnxx Z xpx 1(ln t)2 dt � lnxx x 1(lnpx)2 = 114 lnx ! 0d�a 2 � x!1. P�ast�aendet f�oljer.5 En sn�all funktionI samband med MaLaurinutveklingar har vi studerat funktionenf(x) = � e� 1x x > 00 x � 0Denna funktion �ar o�andligt deriverbar �overallt oh f (n)(0) = 0 f�or n = 0; 1; 2; : : : Visa detta!Speiellt inneb�ar det att f har en MaLaurinutvekling �1n=0 f (n)(0)n! xn kring x = 0 som konvergerarf�or alla x 2 R, eftersom �1n=0 f (n)(0)n! xn = 0 f�or alla x 2 R, samtidigt som f(x) > 0 f�or x > 0. Dettainneb�ar att f(x) = �1n=0 f (n)(0)n! xn f�or alla x 2 [��; �℄ endast f�or � = 0. Funktioner med egenskapenatt f�or alla x 2 R �nns � = �(x) > 0 s�a attf(x) = �1n=0 f (n)(0)n! xn; x 2 [��; �℄kallas real-analytiska. Exemplet ovan visar att det �nns funktioner i C1 som inte �ar real-analytiska.6 Karakterisering av kompakta m�angder i RnNedan ges en ekvivalent beskrivning av kompakthet f�or m�angder M i Rn i termer av egenskaperav f�oljder av element i M . Vi studerar f�orst fallet med n = 1. F�oljande resultat �ar anv�andbart.Sats 6.1. L�at (an)1n=1 vara en godtyklig talf�oljd av reella tal. D�a �nns en delf�oljd (ank)1k=1 av(an)1n=1 som �ar monoton. 4



Bevis: En monoton talf�oljd �ar en f�oljd som �ar antingen avtagande eller v�axande. L�at oss f�orstinf�ora begreppet v�andpunkt ned�at. Vi s�ager att an0 �ar en v�andpunkt ned�at f�or f�oljden (an)1n=1om am � an0 f�or alla m > n0. Tv�a fall kan f�orekomma.Fall 1: Det �nns o�andligt m�anga v�andpunkter ned�at. Betekna dessa medan1 ; an2 ; : : : ; ank ; : : :d�ar n1 < n2 < : : : < nk < : : :. F�oljden (ank)1k=1 �ar avtagande d�aan1 � an2 � : : : � ank � : : : :Fall 2: Det �nns inga eller h�ogst �andligt m�anga v�andpunkter ned�at. V�alj ett element am1 s�adantatt det inte �nns n�agra v�andpunkter an ned�at med n � m1. V�alj sedan ett element am2 medm2 > m1 oh am2 � am1 . Ett s�adant element m�aste existera d�a det inte �nns v�andpunkter ned�atmed index st�orre �an eller lika med m1. Forts�att iduktivt att v�alja element s�a att amk+1 � amk .Detta ger en f�oljd (amk)1k=1 d�ar am1 � am2 � : : : � amk � : : : :F�oljden �ar allts�a v�axande oh p�ast�aendet i satsen �ar visat.Vi kan nu visa f�oljande resultat baserat p�a supremumaxiomet. Beviset �ar r�attframt oh utel�amnash�ar.Sats 6.2. L�at (an)1n=1 vara en godtyklig v�axande talf�oljd. D�a g�aller:(an)1n=1 �ar upp�at begr�ansad om oh endast om (an)1n=1 �ar konvergent.P�a samma s�att visas oks�aSats 6.3. L�at (an)1n=1 vara en godtyklig avtagande talf�oljd. D�a g�aller:(an)1n=1 �ar ned�at begr�ansad om oh endast om (an)1n=1 �ar konvergent.Vi kan nu formulera oh bevisaSats 6.4 (Karakterisering av kompakta delm�angder av R). L�at K vara en delm�angd av R.D�a �ar K kompakt om oh endast om f�or varje f�oljd (an)1n=1 s�adan att an 2 K f�or alla n det �nnsen delf�oljd (ank)1k=1 oh ett tal a 2 K s�a att ank ! a d�a k !1.Bevis: Antag f�orst attK �ar en kompakt, dvs sluten oh begr�ansad, delm�angd av R oh l�at (an)1n=1vara en f�oljd s�adan att an 2 K f�or alla n. D�a �nns en monoton delf�oljd (ank )1k=1 av (an)1n=1 enligtSats 6.1. D�a K �ar en begr�ansad m�angd �ar (ank )1k=1 en begr�ansad f�oljd. Enligt Sats 6.2 oh Sats6.3 m�aste (ank )1k=1 vara konvergent. L�at a bekna gr�ansv�ardet av f�oljden. D�a varje ank 2 K,k = 1; 2; : : :, m�aste a 2 KS �K. Men K �ar sluten s�a �K � K oh allts�a g�aller a 2 K.Vi antar nu att f�or varje f�oljd (an)1n=1 s�adan att an 2 K f�or alla n �nns en delf�oljd (ank )1k=1 ohett tal a 2 K s�a att ank ! a d�a k !1. Vi ska visa att K d�a m�aste vara sluten oh begr�ansad.K �ar begr�ansad: Antag att K inte �ar begr�ansad oh visa att detta mots�ager v�art antagande ovan.Eftersom K �ar obegr�ansad �nns f�or varje reellt tal M ett element a 2 K s�adant att jaj �M . V�aljett godtykligt element i K oh kalla det a1. V�alj a2 2 K s�a att ja2j � ja1j + 1. V�alj induktivtan+1 s�a att jan+1j � janj + 1 f�or n = 1; 2; : : : F�oljden (an)1n=1 kan inte ha en konvergent delf�oljdty om den hade det skulle denna delf�oljd vara begr�ansad samtidigt som det g�aller att janj ! 1d�a n!1. Mots�agelse oh allts�a �ar K begr�ansad.K �ar sluten: Antag att K inte �ar sluten oh visa att detta mots�ager v�art antagande ovan. OmK inte �ar sluten �nns en randpunkt a till K som inte tillh�or K. V�alj f�or varje positivt heltaln ett element i KTB(a; 1n ). Kalla detta an. Notera att KTB(a; 1n ) 6= ; f�or alla n eftersom a�ar en randpunkt till K. F�oljden (an)1n=1 ligger i K oh konvergerar mot gr�ansv�ardet a eftersomjan � aj � 1n f�or alla n. Detta ger en mots�agelse. Allts�a m�aste K vara sluten. Beviset av satsen�ar nu klart.Sats 6.4 kan nu generaliseras till godtykligt Rn. Vi harSats 6.5 (Karakterisering av kompakta delm�angder av Rn). L�at K vara en delm�angd avRn. D�a �ar K kompakt om oh endast om f�or varje f�oljd (ak)1k=1 s�adan att ak 2 K f�or alla k �nnsen delf�oljd (akl)1l=1 oh ett tal a 2 K s�a att akl ! a d�a l !1.5



Beviside: Andra delen av beviset av Sats 6.4 g�ar igenom i fallet Rn med n > 1 varf�or vi endastbehandlar f�orsta delen av beviset. L�at allts�a K vara en sluten oh begr�ansad delm�angd i Rn ohl�at (ak)1k=1 vara en godtyklig f�oljd i K. Vi harak = (ak;1; ak;2; : : : ; ak;n); k = 1; 2; : : :Eftersom K �ar en begr�ansad m�angd g�aller att det �nns ett reellt tal M s�adant att jakj � M f�ork = 1; 2; : : :. D�a g�aller jak;1j � jakj �M; k = 1; 2; : : :Eftersom f�oljden (ak;1)1k=1 �ar begr�ansad �nns enligt Sats 6.1, Sats 6.2 oh Sats 6.3 en konvergentdelf�oljd, betekna den (a(1)k;1)1k=1, av (ak;1)1k=1 . Betrakta nu delf�oljden (a(1)k )1k=1 av (ak)1k=1. Vihar a(1)k = (a(1)k;1; a(1)k;2; : : : ; a(1)k;n); k = 1; 2; : : :ja(1)k;2j � ja(1)k j �M; k = 1; 2; : : : ;d�ar det enligt satserna ovan g�aller att f�oljden (a(1)k;2)1k=1 har en konvergent delf�oljd som vi beteknar(a(2)k;2)1k=1. Forts�att induktivt att betrakta f�oljden p�a koordinatplats l+1 f�or f�oljden (a(l)k )1k=1, d�ara(l)k = (a(l)k;1; a(l)k;2; : : : ; a(l)k;n); k = 1; 2; : : :oh v�alj ut en delf�oljd f�or vilken de reella talen p�a plats l+ 1 konvergerar. Efter ett �andligt antalutgallringar (tagande av delf�oljder av delf�oljder) har vi f�att en delf�oljd (a(n)k )1k=1 av (ak)1k=1 f�orvilka de reella talen p�a samtliga koordinatplatser konvergerar. Det som �aterst�ar �ar att visa att(a(n)k )1k=1 konvergerar mot ett elenent i K.L�asaren uppmanas att anv�anda karakteriseringen av kompakthet ovan f�or att visa Satserna 4 oh5 p�a sidan 41 i PB2 samt �aven f�oljande resultat.Sats 6.6. L�at f : D ! Rp, D � Rn, vara en kontinuerlig funktion, d�ar D �ar en kompakt m�angd.D�a �ar f(D) = ff(x) : x 2 Dgen kompakt m�angd i Rp.7 Di�erensekvationerVi observerar att linj�ara di�erensekvationer med konstanta koeÆienter kan skrivas om som ma-trisekvationer enligt f�oljande: F�or(�) yn+p + ap�1yn+p�1 + : : :+ a1yn+1 + a0yn = dn; n = 1; 2; 3; : : :s�atter vi Yn = 266666664 ynyn+1...yn+p�1
377777775 ; n = 0; 1; 2; : : :oh A = 2666664 0 1 0 : : : 00 0 1 : : : 0... ... ... . . . ...0 0 0 : : : 1�a0 �a2 �a3 : : : �ap�1

3777775 :A �ar en p� p{matris. Vi kan d�a skriva (�) somYn+1 = AYn; n = 0; 1; 2; : : :6



vilket ger Yn = AnY0; n = 0; 1; 2; : : :Den karakteristiska ekvationen till (�), dvs(+) rp + ap�1rp�1 + : : :+ a1r + a0 = 0�ar lika med sekularekvationen det(A� �I) = 0, d�ar I betknar enhetsmatrisen av typ p� p, dvs(++) ����������� �� 1 0 : : : 00 �� 1 : : : 0... ... ... . . . ...0 0 0 : : : 1�a0 �a2 �a3 : : : �ap�1 � �
����������� = 0:Sekularekvatinens r�otter �ar egenv�ardena till matrisen A. Spektralsatsen f�or matriser ger att An,n = 1; 2; 3; : : :, l�att kan ber�aknas f�or diagonaliserbaramatriserA vilket kommer tas diskuteras i denkommande kursen i linj�ar algebra. L�asaren uppmanas att redsn nu oh med hj�alp av r�aknereglernaf�or determinanter att visa att ekvationerna i (+) oh (++) �ar desamma.Vi till�ampar matrisformuleringen p�a exempel 19 sidan 46 i ELW. Fibonais talf�oljd (Fn)1n=0de�nieras av 8<: F0 = 0F1 = 1Fn+2 = Fn+1 + Fn; n = 0; 1; 2; : : :oh dyker upp vid beskrivning av ett ertal fenomen i naturen. Om vi s�atterYn = � ynyn+1 � ; n = 0; 1; 2; : : :oh A = � 0 11 1 �kan di�erensekvationen skrivas Yn = AnY0; n = 0; 1; 2; : : :Egenv�ardena till A (oh d�a �aven r�otterna till den karakteristiska ekvationen f�or Fn+2 = Fn+1+Fn;n = 0; 1; 2; : : :) �ar lika med 1�p52 :8 Lite till om numeriska serierVi noterade p�a f�orel�asning att rot-/kvotkriterierna inte f�orm�adde avg�ora om oh n�ar den positivaserien �1k=1ak, d�ar ak = 1kp med parameter p 2 R, konvergerade. Dessa kriterier bygger p�aj�amf�orelse med geometriska serier oh n�ar kpak ! 1/ak+1ak ! 1 d�a k ! 1 kan inget s�agas omseriens konvergens. Vet man lite mer, t ex hur snabbt ak+1ak g�ar mot 1 d�a k ! 1 kan man s�agalite mer. Detta �ar inneh�allet i Raabes konvergenskriterium som vi nu formulerar som en sats.Sats 8.1 (Raabes konvergenskriterium). L�at ak > 0 f�or k = 1; 2; 3; : : : oh antag attk( akak+1 � 1)! L; k !1:D�a g�aller att1. L > 1 medf�or att �1k=1ak konvergerar2. L < 1 medf�or att �1k=1ak divergerar3. L = 1 medf�or att ingen slutsats kan dras. 7



L�asaren uppmanas att till�ampa Raabes kriterium p�a serien �1k=1 1kp d�ar p 2 R. Vi f�ar "r�att resultati fallen p 6= 1"men f�or p = 1 kan ingen slutsats dras.Vi skisserar nu beviset f�or Raabes kriterium.Fall1: Antag L > 1. D�a �nns ett heltal N oh ett � > 0 s�a attk( akak+1 � 1) > 1 + �; k � N;dvs det g�aller att kak � (k + 1)ak+1 > �ak+1; k = N;N + 1; N + 2; : : :Summera nu dessa olikheter f�or k = N;N + 1; : : : ;m. Vi f�arNaN � (m+ 1)am+1 > ��m+1k=N+1ak:Detta ger �m+1k=N+1ak < 1�NaN ; m � N;oh enligt huvudsatsen f�or positiva serier konvergerar �1k=1ak eftersom dess partialsummor �arupp�at begr�ansade.Fall2: Antag L < 1. D�a �nns ett heltal N oh ett � > 0 s�a attk( akak+1 � 1) < 1� �; k � N;dvs det g�aller att kak < (k + 1)ak+1 � �ak+1; k = N;N + 1; N + 2; : : : :F�oljdaktligen g�aller att kak < (k + 1)ak+1 oh allts�aCk < ak k = N;N + 1; N + 2; : : :f�or n�agot positivt reellt tal C. D�a serien �1k=1 1k divergerar divergerar �1k=1ak enligt j�amf�orelsekri-teriet f�or positiva serier.Slutligen levererar vi bevis f�or satserna 18.15 oh 18.16 i ELW. �1k=1a�(k) �ar en omordningav serien �1k=1ak om � �ar en permutation av (1; 2; 3; : : :), dvs � �ar en bijektion p�a m�angdenf1; 2; 3; : : :g. Detta inneb�ar att� �(k) = �(l) medf�or k = l, oh� f�or alla positiva heltal k �nns positivt heltal l s�a att�(l) = k:Vi visar nu att varje omordning �1k=1a�(k) av en absolutkonvergent serie �1k=1ak �ar absolutkon-vergent oh har samma summa som �1k=1ak.Antag allts�a att �1k=1ak �ar absolutkonvergent, dvs �1k=1jakj �ar en konvergent positiv serie. D�a�ar �1k=1ja�(k)j en konvergent positiv serie eftersom en �ovre begr�ansning A till partialsummorna�nk=1jakj, n = 1; 2; 3; : : : oks�a �ar en �ovre begr�ansning till partialsummorna �nk=1ja�(k)j, n =1; 2; 3; : : :. Detta f�oljer av att f�or varje n g�aller�nk=1ja�(k)j � �maxf�(1);�(2);:::;�(n)gk=1 jakj � A:Allts�a �ar �1k=1a�(k) en absolutkonvergent serie. Antag nu att S �ar summan av serien �1k=1ak. Det�aterst�ar att visa att oks�a �1k=1a�(k) har summan S. Fixera � > 0 oh v�alj ett positivt heltal Ns�a att �1k=N jakj < �:Detta �ar m�ojligt d�a �1k=1jakj konvergerar. S�att~N = minfn : f1; 2; : : : ; Ng � f�(1); �(2); : : : ; �(n)gg:8



Vi har j�nk=1a�(k) � Sj � �1k=N jakj < �; n � ~N:Allts�a g�aller limn!1�nk=1a�(k) = S:Vi visar nu f�oljande p�ast�aende: F�or varje betingat konvergent serie �1k=1ak oh varje reellt talS �nns en omordning �1k=1a�(k) (�nns inte bara en utan o�andligt m�anga) som �ar konvergentoh har summan S. S�att a+k = maxfak; 0g oh a�k = maxf�ak; 0g. D�a �ar ak = a+k � a�k ohjakj = a+k + a�k . Eftersom �1k=1ak �ar betingat konvergent, oh allts�a �1k=1ak �ar konvergent medan�1k=1jakj �ar divergent, divergerar de b�ada serierna� �1k=1a+k�1k=1a�k :Detta g�aller p g a att jakj = 2a�k + ak = 2a+k � ak; k = 1; 2; : : :L�at nu (k)1k=1 vara den delf�oljd av (ak)1k=1 som best�ar av alla ak � 0 oh (dk)1k=1 vara den delf�oljdav (ak)1k=1 som best�ar av alla ak < 0. Skapa nu f�oljden (a�(k))1k=1 som1; : : : ; n1 ; d1; : : : ; dn2 ; n1+1; : : : ; n3 ; dn2+1; : : : ; dn4 ; n3+1; : : : ; n5 ; dn4+1; : : :d�ar n1 = minfn : 1 + 2 + : : :+ n > Sgn2 = minfn : 1 + : : :+ n1 + d1 + d2 + : : :+ dn < Sgoh induktivtn2k+1 = minfn > n2k�1 : 1+: : :+n1+d1+: : :+dn2+: : :+dn2k�2+1+: : :+dn2k+n2k�1+1+: : :+n > Sgohn2k+2 = minfn > n2k : 1+: : :+n1+d1+: : :+dn2+: : :+n2k�1+1+: : :+n2k+1+dn2k+1+:::+dn < Sgf�or k = 1; 2; 3; : : :. Det f�oljer att limk!1�1k=1a�(k) = Seftersom limk!1 ak = 0, d�a �1k=1ak �ar konvergent, oh allts�alimk!1 n2k�1+1 + : : :+ n2k+1 = limk!1 dn2k+1 + : : :+ dn2k+2 = 0:Man visar oks�a enkelt att varje betingat konvergent serie har divergenta omordningar.
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