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Nedanstaende anteckningar ticker material som jag tagit upp pa foreldsningarna men som inte
finns med i kursbockerna. Detta material ingar inte i kursen i den meningen att man férvintas
kunna det till tentamen. Dock dr det inte skadligt for nagon teknolog att lisa igenom det. Tala
girna om for mig om ni hittar nagot fel eller om ni har synpunkter pa nagot ytterligare som skulle
tagits med.

1 Existens/entydighetsresultat for differentialekvationer

I kapitel 8 i Persson/Boiers envariabelbok (PB1) ges exempel pa differentialekvationer av olika
ordning och pa algoritmer for att hitta 16sningar till dessa. Vi kan med bokens hjilp endast visa
existens av en 16sning till en differentialekvation genom att presentera en explicit 16sning. Vidare
sdgs inget om entydighet for l6sningar. Vi formulerar déarfor ett par satser som besvarar vissa av
dessa fragor. Bevis uteldmnas da de férutsétter kunskaper (vissa kompakthetsresultat) som vi inte
har tillgéngliga.

Vi inskrénker oss till f6ljande problem: Har differentialekvationen

y' = f(z,y), zel
(*) { y(mo):y(h

dér I dr ett intervall som innehaller zq, en l6sning y(z) for = € 1?7

Denna fraga besvaras delvis av foljande tva satser diar den forsta satsen dven uttalar sig om
entydigheten.

Sats 1.1 (Picard). Lat Q = [zg — a,z¢ + a] X [yo — b,yo + 1], a,b > 0, vara en omgivning av
(zo,y0) dir funktionen f(x,y) uppfyller ett Lipschitz-villkor i y, dvs det finns eett reellt tal M
sadant att

flxy1) — flo,y2)| < My — 2!, alla (x,91), (z,y2) € Q.

Da har differentialekvationen (%) en entydigt bestimd kontinuerligt deriverbar lésning y(x) i ett
intervall
[0 — ¢,x0 + €] C [¥g —a,xo + al. Om Q =[xg —a,20 +a] xR, a >0, sd giller c = a.

Bevisiden bygger pa att man studerar foljden y,(z), n = 1,2,... av Picard-iterationer definierade

3

{ yo(x) =yo + [y, f(t,y0) dt
Ynt1(z) =yo + f:o fya(t)dt, n=1,2,...

Vi noterar hir att y(z) dr en 16sning till (x) om och endast om y(x) satisfierar

av

() yla) = o+ | fy@yd ver,

och om y(z) satisfierar (*x) sa dr y(z) en kontinuerligt deriverbar funktion. Visa allt detta. Det
som aterstar att leda i bevis ér att foljden (y,,(z))52, konvergerar likformigt pa I mot en funktion
y(z) sa att man kan ga i grins i

Ynt1(2) = yo + /T f(t,yn(t)) dt.

Se Eriksson/Larsson/Wadhe boken (ELW) sats 19.10.



Sats 1.2 (Peano). Antag att f(x,y) dr kontinuerlig i en omgining
O =[zg —a,z0+a] X[yo— b,yo + 0], a,b > 0, av (zg,y0). Da har differentialekvationen (%) en
kontinuerligt deriverbar ldsning y(z) i ett intervall [zg — ¢, z9 + ¢] C [xo — a,zo + a].

Notera att Peanosatsen inte uttalar sig om entydigheten av 16sningen. Ett exempel pa en differ-
entialekvation dir Peanos men inte Picards existenssats ar tillimplig ar foljande:

y =3y3, zel
) {Zw)zuo

dir I ar ett intervall som innehaller 0. Hér dr inte f Lipschitz-kontinuerlig i en omgivning av
(0,0). Medelvirdessatsen ger ju att

[£(y) = FO) = [f(E)lly =0l

dar ¢ ligger mellan y och 0, och f' &r obegréinsad i varje intervall (0,¢), e > 0. Det géller att

z—a)’, z>a
U“(T):{((] " z<a

ar 16sningar till (4) for varje @ > 0. Vi har alltsa odndligt manga losningar till (+).

Vad giller entydigheten av 16sningar i Picardsaten dr detta ldtt att visa. Antag att yi1(z),y2(z)
ar tva losningar till (%) i [z, 2o + €], € > 0. Da giller

1 (2) — ()] = \'/m(.f(t,yl(t))  F (1) di] < M/ i (8) — () dt, € [0 + o]

Satt A(z) = f;o ly1 (t) — y=2(t)| dt. Notera att A(zo) = 0. Detta medfor

N(z) < MX(z), =€ (z9,T0 + €),
och alltsa (e~ M \(x))" < 0 for @ € (zo, 20 + €). Integration ger
0 < Mz) < eME=0)\(0) =0, x € [mg, 0 + €.

Alltsa M(z) = 0 for x € (g, 2o + €). Pa liknande séitt visas pastaendet for x < xg.

For n:te ordningens differentialekvationer av typen

{M“Zf@ﬂﬂhuwmlm zel
y(z0) = yo,9' (T0) = Y1, -,y "V = yn 4

skrivs dessa om som system av 1:a ordningens differentialekvationer med

Uy =y
uy =y’

Up = y(n*])

enligt
uy = ug, u1 (o) = yo
uhy = Us, uz(To) = Y1
Up_q = Un, Un—1(Z0) = Yn—2
“‘;l = f(ma’ll‘l:?l‘Q:"':“‘n): ’Il,n(.’l'?(]) = Yn-1

Metoden med Picarditerationer, en vektorvird version, kan tillimpas hir.

For vidare studium hénvisas till K.G.Andersson/L-C.Boiers: Ordinéra differentialekvationer, Stu-
dentlitteratur.



2 Partiallésningar

I samband med diskussionen om hur olika ansatser for partiallésningar till linjira differentialekva-
tioner med konstanta koefficienter kan viljas gavs ett allmént “recept” som vi formulerar som en
sats.

Sats 2.1. Lat K(x) vara en ldsning till

L(D)y = y(") + anfly(”fl) +...a0y =0

med begynnelsevillkoren y(0) = y'(0) = ...y 2 =0,y = 1. Dad ir

Yp(z) = /EK(m — t)h(t) dt

en lgsning till L(D)y = h(x) som uppfyller begynnelsevillkoren y(xo) = y' (x0) = ... = y =V (zy) =
0.

Beviset for denna sats bygger pa upprepad anvidndning av satsen om derivering under integral-
tecknet, se Persson/Bdiers flervariabelbok (PB2) Sats 2 sid 186.

3 Ordo-begreppen

I samband med Taylorutvecklingar har ordo-symbolen (stora ordo och lilla ordo) anvints. Vi
ger hir en definition av begreppen. Lat h(z) vara en funktion med definitionsmédmngd Dy, dér
Dy [—¢,c] # 0 for alla ¢ > 0. n nedan betecknar ett icke-negativt heltal dir "z°” skrivs 71”.

h(z) = O(z™) da x — 0 betyder att det finns ett intervall I = [—a,a], a > 0 och ett reellt tal M
sa att
h(z)| < Ma|", allaz € [~a,a] (| Dy

h(z) = o(z™) da x — 0 betyder att

m
0#£z—0 ||

=0.

Speciellt foljer att h(z) = o(x™) medfér h(z) = O(z™) men omvindningen géller ej. Beteck-
ningarna O((z — a)™) och o((z — a)”) da 2 — a definieras analogt.

Pastaendet att en funktion g(z) &r kontinuerlig i # = a kan med ordosymbolen skrivas

g(x) = g(a) + o(1), z — a.

4 I’Hospitals regel

Ett exempel som visar att villkoret g(x) # 0 inte kan férsummas:

Sétt

{ f(x) =z + }sin2z
(}(T) — esmmf(m)'

Vi noterar nu att

1. g(z) = 400, z = +0c

2. f'(z),4'(z) existerar
3. g:gf; = esinm(w+%°°:i:2m+w”) — 0, £ = +oo (dér en faktor cosz forkortats) MEN
4. 1< ;Ef)) <efor all z > 3 (t ex), vilket innebir att % 40, = +oo



I’Hopsitals regel ér inte tillimpbar da ¢'(z) viixlar tecken i varje intervall (a, ), a € R.

Det #r mycket séllan som 1’Hospitals regel dr "ett maste” for att visa existens av griansvirden. Vi
kompletterar ELW:s exempel pa sidan 25 och uppgift 1644a med alternativa argument:

Ex 1: lim,_, o (% — arctanz) = 1 inses fran

2

T < 1 b e 2
az(g—arctanaz):x/m mdt:x([l—f-ﬁ]z +l mdt):

z? > 1 1
—-——+2 ——dt—2 —— dt.
1+m2+ x/z 1+ ¢2 x/I (1+1¢2)2

Detta ger
T * 1 x? & 1
Z _arct = dt = 2 —_dt
:U(2 arctan z) :U/I D 1+.7:2+ a:/z agz
dir |2z fz (1+t2 5 dt| < a7 fo th dt - 0dad 0 <z — oo. Lit & = oo och pastiaendet foljer.

1644a: lim,_, l'fw f; 1] dt = 1 inses fran

Inz [* 1 1 t T Inz, x 2 Ve T
. P ]u/ (—_dt)zﬂ(if—-i—/ _dt+/ dt).
J2 J2 JN\/x

x Jy Int x Int Int)? z 'lnz In2

Vidare géller

Inz (V" 1 Inz 1
0< — ———dt < —\r—= =0
o /2 (Int)2  — = \/E(ln 2)2

da2 <z — oc och

0< — ———dt < —
o )y (Int)2 T ln\/a_z

da 2 < x — oo. Pastaendet foljer.

{
o

Inz /T 1 lnT 1 1

Inzx

=

5 En snéill funktion

I samband med MacLaurinutvecklingar har vi studerat funktionen

e r x>0

ra={ e r20

Denna funktion ir ofindligt deriverbar 6verallt och f(™)(0) = 0 for n = 0,1,2,... Visa detta!
Speciellt innebér det att f har en MacLaurinutveckling ¥, " ( L2100 pn kring x = 0 som konvergerar

for alla z € R, eftersom X2 f(")( Dgn =0 for alla z € R, samtldlgt som f(z) > 0 for x > 0. Detta

n!

innebdr att f(z) = X9, f( ( Lan for alla o € [—e€, €] endast for e = 0. Funktioner med egenskapen
att for alla 2 € R finns € = e( ) > 0 sa att

)

flz) =X7%, z", x € [—€€]

n!

kallas real-analytiska. Exemplet ovan visar att det finns funktioner i C'>° som inte &r real-
analytiska.

6 Karakterisering av kompakta mingder i R”

Nedan ges en ekvivalent beskrivning av kompakthet for méngder M i R™ i termer av egenskaper
av foljder av element i M. Vi studerar forst fallet med n = 1. Foljande resultat dr anvindbart.

Sats 6.1. Lat (a,)32, vara en godtycklig talfoljd av reella tal. Da finns en delfoljd (an, )72, av
(an)py som dr monoton.



Bevis: En monoton talféljd ar en f6ljd som #r antingen avtagande eller vixande. Lat oss forst
inféra begreppet vindpunkt nedat. Vi sdger att a,, dr en vindpunkt nedat for foljden (a,)52,
om a,, < ap, for alla m > ng. Tva fall kan forekomma.

Fall 1: Det finns odindligt manga vindpunkter nedat. Beteckna dessa med

Any; Qpgy -5 Qnys - -
dirny <nso <...<ng <.... Foljden (a,,)>, dr avtagande da
Apy 2 Apy 2 000 2 Apy 2 ...

Fall 2: Det finns inga eller hogst dndligt manga vindpunkter nedat. Vailj ett element a,,, sadant
att det inte finns nagra vindpunkter a, nedat med n > m,. Vilj sedan ett element a,,, med
ma > my och ap, > any,. Ett sadant element maste existera da det inte finns véindpunkter nedat
med index storre dn eller lika med m;. Fortsétt iduktivt att vilja element sa att an,, ., > am,.
Detta ger en 6ljd (am, )52, déar

am1 SamQS---Samk

<.
Foljden &r alltsa vixande och pastaendet i satsen dr visat.

Vi kan nu visa f6ljande resultat baserat pa supremumaxiomet. Beviset dr rattframt och utelamnas
har.

Sats 6.2. Lat (a,)2, vara en godtycklig vizande talféljd. Da gdller:
(an)$2, dr uppat begrinsad om och endast om (a,,)32, dr konvergent.

Pa samma sitt visas ocksa

Sats 6.3. Lat (a,)2%,; vara en godtycklig avtagande talféljd. Da gdller:
(an)$2, dr nedat begrinsad om och endast om (a,)5%, dr konvergent.

Vi kan nu formulera och bevisa

Sats 6.4 (Karakterisering av kompakta delmingder av R). Lat K vara en delmingd av R.
Da dr K kompakt om och endast om for varje foljd (a,)22, sadan att an, € K fir alla n det finns
en delfoljd (an, )52, och ett tal a € K sa att an, — a da k — oco.

Bevis: Antag forst att K &dr en kompakt, dvs sluten och begrénsad, delmingd av R och lat (a,)22,
vara en f6ljd sadan att a,, € K for alla n. Da finns en monoton delf6ljd (an, )52, av (a,)5%; enligt
Sats 6.1. Da K é&r en begrinsad méngd ér (an, )52, en begransad foljd. Enligt Sats 6.2 och Sats
6.3 maste (ap, )72, vara konvergent. Lat a beckna griansvirdet av foljden. Da varje a,, € K,

k=1,2,..., maste a € K|JOK. Men K #r sluten sa 0K C K och alltsa giller a € K.

Vi antar nu att for varje foljd (a,)32, sadan att a,, € K for alla n finns en delféljd (a,, )72, och
ett tal a € K sa att a,, — a da k — oo. Vi ska visa att K da maste vara sluten och begrinsad.
K &r begransad: Antag att K inte #dr begriansad och visa att detta motsédger vart antagande ovan.
Eftersom K &r obegréinsad finns for varje reellt tal M ett element a € K sadant att |a| > M. Vilj
ett godtyckligt element i K och kalla det a;. Vilj as € K sa att |az| > |a1]| + 1. Vilj induktivt
Apt1 84 att |ap41| > |ay| + 1 for n =1,2,... Foljden (a,)$2; kan inte ha en konvergent delfoljd
ty om den hade det skulle denna delf6ljd vara begrinsad samtidigt som det géller att |a,| — oo
da n — oc. Motsiigelse och alltsa dr K begrinsad.

K &r sluten: Antag att K inte dr sluten och visa att detta motséger vart antagande ovan. Om
K inte &r sluten finns en randpunkt a till K som inte tillhér K. Valj for varje positivt heltal
n ett element i K () B(a, ). Kalla detta a,. Notera att K () B(a,=) # 0 for alla n eftersom a
ir en randpunkt till K. Foljden (a,)22, ligger i K och konvergerar mot grinsvirdet a eftersom
la,, —a| < L for alla n. Detta ger en motséigelse. Alltsa maste K vara sluten. Beviset av satsen
dr nu klart.

Sats 6.4 kan nu generaliseras till godtyckligt R™. Vi har

Sats 6.5 (Karakterisering av kompakta delmiingder av R"). Lat K vara en delmdingd av
R™. Dd ér K kompakt om och endast om for varje foljd (o,)72, sddan att ax € K for alla k finns
en delfoljd (ox, )7, och ett tal o € K sd att ap, = o dd | — co.



Beviside: Andra delen av beviset av Sats 6.4 gar igenom i fallet R” med n > 1 varf6ér vi endast
behandlar férsta delen av beviset. Lat alltsa K vara en sluten och begrinsad delméingd i R™ och
lat (ox)32, vara en godtycklig foljd i K. Vi har

Qr = (ak,laak,%---;ak,n); k= 1,2,...

Eftersom K ir en begrinsad mingd giller att det finns ett reellt tal M sadant att |ox| < M for
k=1,2,.... Da géiller
|(1k71| S |<Dk‘ S M, k= 1,2,...

Eftersom f6ljden (ag,1)7>

1
delfsljd, beteckna den (af’
har

ar begransad finns enligt Sats 6.1, Sats 6.2 och Sats 6.3 en konvergent
3)?;1, av (ar,1)72, . Betrakta nu delfoljden (og))?;l av (ox)52,. Vi

dér det enligt satserna ovan giller att f6ljden (agc];),;";] har en konvergent delf6ljd som vi betecknar

(af;),‘fz] Fortsétt induktivt att betrakta f6ljden pa koordinatplats [ + 1 f6ér foljden (cu;cl)),é";], dar

)

! n !
02 = (agc’)],a§€7)2,...,a§€7)n), k=1,2,...

och vilj ut en delfsljd for vilken de reella talen pa plats [ + 1 konvergerar. Efter ett findligt antal

utgallringar (tagande av delfoljder av delfslider) har vi fatt en delfslid (o\™)32, av (o), for

vilka de reella talen pa samtliga koordinatplatser konvergerar. Det som aterstar dr att visa att
(aén))?;l konvergerar mot ett elenent i K.

Lasaren uppmanas att anvinda karakteriseringen av kompakthet ovan for att visa Satserna 4 och
5 pa sidan 41 i PB2 samt &ven foljande resultat.

Sats 6.6. Latf: D — RP, D C R", vara en kontinuerlig funktion, ddir D dar en kompakt mdingd.
Da dr
f(D) = {f(») : x € D}

en kompakt mdangd i RP.

7 Differensekvationer

Vi observerar att linjira differensekvationer med konstanta koefficienter kan skrivas om som ma-
trisekvationer enligt f6ljande: For

(*) Yntp +Ap 1Ynip1+ ...+ QY1+ GYn =dp, n=1,2,3,...

sétter vi )
( Yn
yn+]
Y, = . , n=0,1,2,...
L Yn+p-1
och
0 1 0 0
0 0 1 0
A= :
0 0 0 1
—ay —as —as . —Qp—1

A dr en p x p matris. Vi kan da skriva (%) som

Va1 = AY,,, n=0,1,2,...



vilket ger
Yo,=A"Y, n=0,1,2,...

Den karakteristiska ekvationen till (%), dvs
(+) " + ap,lr’Fl +...+air+ag =0

ar lika med sekularekvationen det(A — M) = 0, dér I betcknar enhetsmatrisen av typ p X p, dvs

-2 1 0o ... 0
0 - 1 0
S : =0
0 0 0o ... 1
—dag —as —as . —Qp—1 — A

Sekularekvatinens rotter dr egenvirdena till matrisen A. Spektralsatsen for matriser ger att A™,
n=1,2,3,..., ldtt kan berdknas for diagonaliserbara matriser A vilket kommer tas diskuteras i den
kommande kursen i linjir algebra. Lisaren uppmanas att redsn nu och med hjélp av rdknereglerna
for determinanter att visa att ekvationerna i (+) och (++) dr desamma.

Vi tillimpar matrisformuleringen pa exempel 19 sidan 46 i ELW. Fibonaccis talfoljd (F,)52,
definieras av

F(] - 0

=1

Foiyo=Fop1+F,, n=0,1,2,...

och dyker upp vid beskrivning av ett flertal fenomen i naturen. Om vi sétter

Yn

Y =
" Yn+1

n=0,1,2,...

och

—
[

kan differensekvationen skrivas
Y, =A"Y,, n=0,1,2,...

Egenvirdena till A (och da dven rétterna till den karakteristiska ekvationen for Fy 1o = Fji1 + Fjy,
n=0,1,2,...) dr lika med
1++5

5

8 Lite till om numeriska serier

Vi noterade pa foreldsning att rot-/kvotkriterierna inte formadde avgsra om och nir den positiva
serien X3°  ay, dir a; = k%, med parameter p € R, konvergerade. Dessa kriterier bygger pa
jimforelse med geometriska serier och nir #ap — l/a(’;—zl — 1 da k — oo kan inget sigas om

seriens konvergens. Vet man lite mer, t ex hur snabbt ”’;—il gar mot 1 da k — oo kan man séga

lite mer. Detta &r innehallet i Raabes konvergenskriterium som vi nu formulerar som en sats.

Sats 8.1 (Raabes konvergenskriterium). Lat a;, > 0 for k =1,2,3,... och antag att

ag

E( -1)=> L, k— oc.

Q41
Da gdller att
1. L > 1 medfor att 332, ar konvergerar
2. L <1 medfér att X2, ay, divergerar

3. L =1 medfir att ingen slutsats kan dras.



Lésaren uppmanas att, tillimpa Raabes kriterium pa serien X2, k]—p dir p € R. Vi far "rétt resultat
i fallen p # 1” men fér p = 1 kan ingen slutsats dras.

Vi skisserar nu beviset for Raabes kriterium.
Falll: Antag L > 1. Da finns ett heltal NV och ett € > 0 sa att

Qg

k(. ~1)>14¢ k>N,

Ap41

dvs det giller att
kay — (k + 1)ags1 > eagy1, k=N, N+1,N+2 ...

Summera nu dessa olikheter for k = N, N +1,...,m. Vi far
Nany — (m + Dapms1 > 6221;]\],+1ak.
Detta ger
k=N+1

1
Yyl ar < —Nan, m> N,
€

och enligt huvudsatsen for positiva serier konvergerar X732 ,a; eftersom dess partialsummor &r
uppat begréinsade.
Fall2: Antag L < 1. Da finns ett heltal N och ett € > 0 sa att

Qg

k( ~1)<1-¢ k>N,

Ap41

dvs det giller att
kay < (k+1)ak+1 — €Qk41, k=N,N+1,N+2,....

Foljdaktligen giller att kay < (k4 1)ags1 och alltsa

C
?<ak k=N,N+1,N+2,...

fér nagot positivt reellt tal C'. Da serien E,‘jo:]% divergerar divergerar 372, ay enligt jaimforelsekri-

teriet for positiva serier.

Slutligen levererar vi bevis for satserna 18.15 och 18.16 i ELW. ¥° a,(;) dr en omordning
av serien X3 ;a; om o dr en permutation av (1,2,3,...), dvs o &r en bijektion pa méngden
{1,2,3,...}. Detta innebir att

e o(k) =0o(l) medfér k =1, och
e for alla positiva heltal &k finns positivt heltal I sa att

o(l) = k.

Vi visar nu att varje omordning X372 ;a4 ) av en absolutkonvergent serie ¥32 ; ay &r absolutkon-
vergent och har samma summa som Y92, ay.

Antag alltsa att X3°,ap dr absolutkonvergent, dvs X¢2,|ay| dr en konvergent positiv serie. Da
ar X132 |a, (x| en konvergent positiv serie eftersom en 6vre begridnsning A till partialsummorna
Yi_ilarl, n = 1,2,3,... ocksa &r en 6vre begrénsning till partialsummorna Xj'_, [aq x|
1,2,3,.... Detta foljer av att for varje n géller

n =

3

max 1),0(2),...,
fmlaoq| < SRt g < 4,
Alltsa ér X372 a,(x) en absolutkonvergent serie. Antag nu att S &r summan av serien 322, ag. Det
aterstar att visa att ocksa X372 a, () har summan S. Fixera e > 0 och vilj ett positivt heltal N
sa att
I vlak| < e

Detta &r mojligt da X2, |ag| konvergerar. Satt

N =min{n:{1,2,..., N} Cc{o(1),0(2),...,0(n)}}.



Vi har y
Yic1aok) — S| < Elnlak] <€ m>N.
Alltsa galler

nll)H;o ZZ:] a,,(k) =S.

Vi visar nu f6ljande pastdende: For varje betingat konvergent serie 32 a; och varje reellt tal
S finns en omordning Y32 a,(x) (finns inte bara en utan oéndligt manga) som &r konvergent
och har summan S. Sitt a = max{a,0} och a,, = max{—a;,0}. DA &r ax = af — a, och
lay| = aZ‘ +a, . Eftersom 37, a; dr betingat konvergent, och alltsa X2° ; ay &r konvergent medan
22, |ak| dr divergent, divergerar de bada serierna

+
{ E,‘f:]a,i
Y10y
Detta géller p g a att
lak| = 2a; + ay ZQGZ—ak, k=1,2,...

Lat nu (cx)52, vara den delfoljd av (ax)32; som bestar av alla a;, > 0 och (dj )32, vara den delf6ljd
av (ar)32, som bestar av alla a; < 0. Skapa nu foljden (a,(x))32, som

617"'7Cn17d1:'":dnzzcn1+1='":cngzdn2+1:'"7dn47cn3+1:'"7Cn5:dn4+17"'

dar
ny=min{n:ci +co+...+¢c, > S}

no=min{n:c; +...+cp, +di +da+...+d, < S}
och induktivt
Nog+1 = min{n > nog_1:C1+...+Cp, +di+.. .+dn2—|—. . -+dn2k72+1 +.. '+dn2k +Chop_ 141+ FCp > S}

och

Nogyo =min{n > nog : c1+...4cp, +di+. . Adp,+. o A Cng 41+ - A Crop gty g1t Adn < S}

for k =1,2,3,.... Det foljer att

klgr;o Yiliag) =S

eftersom limy_,oc ap = 0, da 32 ; ay &r konvergent, och alltsa

lim cpyp 41+ oo+ Cngyyy, = Iim dpgy 1 + -+ diyyy, = 0.
k—o0 k—o0

Man visar ocksa enkelt att varje betingat konvergent serie har divergenta omordningar.



