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Dessa anteckningar beskriver kortfattat vad vi gatt igenom pa foreldsningarna
och lite som jag hade hoppats ha tid att ga igenom men dér tiden inte tillit
att sa skedde. Detta bonusmaterial ingar inte i kursen (man behdver inte kunna
redovisa det pa tentan) men det &r inte pa nagot sétt skadligt att ta del av det.
Tala gidrna om for mig om ni hittar nagot fel eller om ni har synpunkter pa
nagot ytterligare som bor tas med.



1 Veckal

Vad gicks igenom vecka 17 Kort presentation av kursens huvudmoment,
introduktion av terminologi for differentialekvationer, genomgang av 16snings-
metoder for linjira differntialekvationer av ordning 1 (metoden med integre-
rande faktor) och separabla differentialekvationer, diskussion av existens och
entydighet for differentialekvationer av ordning 1 samt formulering av Picards
existenssats (se nedan), genomgang av nagra exempel i detta sammanhang, vi-
dare genomgang av materialet i [D] om linjéra differentialekvationer av ordning
n allmént och sedan om specialfallet med konstanta koefficienter, definition av

e’ dir ¢ &r ett komplext tal, och formuleringen av huvudsatsen pa sidan 3 i
[D].

1.1 Existens/entydighetsresultat for ordinira differentia-
lekvationer

I kapitel 8 i Persson/Béiers envariabelbok (PB1) ges exempel pa differentia-
lekvationer av olika ordning och pa algoritmer for att hitta losningar till dessa.
Vi kan med bokens hjilp endast visa existens av en l6sning till en differentia-
lekvation genom att presentera en explicit 16sning. Det ségs inget om entydighet
for 16sningar. Vi formulerar darfor ett par satser som besvarar vissa av dessa fra-
gor. Bevis utelimnas da de forutsitter kunskaper (vissa kompakthetsresultat)
som vi inte har tillgingliga.

Vi inskrénker oss till f6ljande problem: Har differentialekvationen

y/ = g(:L’,y), zel
() { y(zo) = Yo,

dér T dr ett intervall som innehaller xg, en l6sning y(x) for « € I?

Denna fraga besvaras delvis av foljande tva satser dar den forsta satsen dven
uttalar sig om entydigheten.

Sats 1.1 (Picard). Lat Q = [xg — a,x0 + a] X [yo — b,yo + b], a,b > 0, vara

en omgivning av (xo,yo) dir funktionen g(x,y) dr kontinuerlig och uppfyller ett
Lipschitz-villkor i y, dvs det finns ett reellt tal M sadant att

‘g(xvyl) - g(xay2)| < M|y1 - y2|7 alla (l'vyl)» (xva) €.

Da har differentialekvationen (%) en entydigt bestimd kontinuerligt deriverbar
losning y(zx) i ett intervall [xg — ¢, zo + ¢] C [xo — a,zo + a] for nagot ¢ > 0.
Om Q= [xo—a,x0+a] XR, a >0, sa giller c = a.

Bevisiden bygger pa att man studerar foljden y,(z), n = 1,2,... av s.k. Picard-
iterationer definierade av

{ yi(x) =yo + [, g(t,yo)dt
y""rl(x) =% + fzo g(ta yn(t)) dt7 n= 17 27 e



Vi noterar hir att en kontinuerlig funktion y(x) dr en lésning till (%) om och
endast om y(z) satisfierar

x

(o) @) =w + [ gltu®)at ael
zo
Observera att om y(x) #r en kontinuerlig funktion som satisfierar (xx) sa &r
y(x) en kontinuerligt deriverbar funktion. Det aterstar att bevisa ér att foljden
(yn(2))52; konvergerar likformigt pa I mot en kontinuerlig funktion y(x) sa att
man kan ga i grans i

Yn+1(T) = Yo + /w ft,yn(t)) dt.

Sats 1.2 (Peano). Antag att g(z,y) dr kontinuerlig i en omgivning

Q = [xo — a,zg + a] X [yo — byyo + V], a,b > 0, av (zg,y0). Dd har dif-
ferentialekvationen (%) en kontinuerligt deriverbar losning y(x) i ett intervall
[zo — ¢, z0 + ] C [xo — a,z + a] for nagot ¢ > 0.

Notera att Peanosatsen inte uttalar sig om entydigheten av l6sningen. Ett ex-
empel pa en differentialekvation diar Peanos men inte Picards existenssats dr

tillimplig &r foljande:
) 2
(+) { y =3ys, xzel

y(0)=0
dar I &r ett intervall som innehaller x = 0. Hér &r inte g Lipschitz-kontinuerlig
(men vél kontinuerlig) i en omgivning av (0,0). Medelvirdessatsen ger ju att

l9(y) — 9(0)] = lg"()Ily — 0,

dir € ligger mellan y och 0, och ¢’ #r obegréinsad i varje intervall (0,¢), € > 0.
Det géller att
(x =03 x>b
Yap(x) =1 0, a<z<hbh
(r—a)® z<a

ar 1osningar till (+) for varje a < 0 < b. Speciellt &r y(x) = 2 en l6sning till
(+). Detta géller ocksa funktionen y = 0. Vi har alltsa oéndligt méanga lésningar
till (4+) vars lésningskurvor gar genom (0, 0). .

Vad giller entydigheten av 16sningar i Picardsaten dr detta latt att visa. Antag
att y1(x), y2(z) &r tva losningar till (x) i [xo, zo + €], € > 0. Da giiller

(o) = o) = [ “(glt 31 (8)) — gt ya(0))) dt] <
< M/w ly1 () — y2(b)| dt, x € [xo, 20 + €.

4



Satt AM(z) = f;o ly1(t) — y2(t)| dt. Notera att A(zg) = 0. Det giller att
N(z) < MA(z), =€ (z0,70+6),

och alltsa (e M@\(z))’ < 0 for € (w0, 20 + €). Integration &ver intervallet

[0, 2] ger
0 < Az) < eME2\(20) =0, € [xo, 20+ €.

Alltsa A(x) = 0 for x € (xg, zo+¢€). Pa liknande siitt visas pastaendet for < zo.

For n:te ordningens differentialekvationer av typen

{ y ™ = flz,y,y, ..y, vel
y(z0) = y0, ¥ (x0) = Y1, ...,y =y y

skrivs dessa om som system av 1:a ordningens differentialekvationer med

ur =19y
up =y
enligt
Ull = U2, Ul(fo) =1%o
U/z = us, uz(fﬂo) =
U;l71 = Un, un—l(-rO) = Yn—2
U;L:f(x?u17u27"'7un)7 un(x0>:yn—1

Metoden med Picarditerationer, en vektorvird version, kan tillimpas hér.

For vidare studium hénvisas till exempelvis K.G.Andersson/L-C.Boiers: Ordi-
néra differentialekvationer, Studentlitteratur.

2 Vecka 2

Vad gicks igenom vecka 27 Forskjutningsregeln och satsen pa sidan 3 i
[D] bevisades. Genomgang av olika ansatser for partikuldrlosningar till linja-
ra differentialekvationer med konstanta koefficienter inklusive en allmén formel
med Greenfunktionen till problemet, FEulers differentialekvation. Formulering
och (tval) bevis av Taylors formel, och standardutvecklingen fér den elementéra
funktionen e® gavs. Entydighetssats for Taylorutvecklingar diskuterades.

2.1 Partiallésningar till linjara ode

I samband med diskussionen om hur olika ansatser for partialldsningar till linjéra
differentialekvationer med konstanta koefficienter kan véljas gavs ett allmént
“recept” som vi formulerar som en sats.



Sats 2.1. Lat G(x) vara den losning till
P(D)y = y™ 4 a,_ 1y Y+ agy =0
som uppfyller villkoren y(0) = y/'(0) = ...y~ =0, y™»=Y = 1. Dq dr

wia) = [ Gla—osaa

0

en losning till P(D)y = f(z). Denna losning y, uppfyller villkoren

y(zo) =y (o) = ... = y "V (w) = 0.

Funktionen G(x) kallas Greenkiirna m.a.p. differentialoperatorn P(D). Beviset
for denna sats bygger pa upprepad anvindning av satsen om derivering under
integraltecknet, se Persson/Boiers flervariabelbok (PB2) Sats 2 sid 186. For
lasarens bekvamlighet formulerar vi pastaendet i den satsen hir: Om h(z,t)
och h.(z,t) &r kontinuerliga funktioner i x och t géller

i/ h(ac,t)dt:h(xw)—i—/ k. (x,t)dt.
dx 0 0

Bevisiden &r hér att studera differenskvoten for I(z) = [ h(x,t) dt, dvs

}(I(:c+s)—l(x))=/m h@ +5,t) — (@, ?) dt+1/z+sh(x+s,t)dt
s 0 s s Jg

dédr man maste visa att forsta termen — fox hl.(z,t)dt och andra termen —
h(z,z) da s — 0.

Ett exempel pa en tillampning av denna sats ges av

dér en liten kalkyl ger G(x) = sinh(z) och

v 1 411
yp(x):/o sinh(x—t)etJrldt:...:sinhx~lne; —1—5(6'7”—366”’—1).

Speciellt uppfyller y, villkoren y(0) = ¢'(0) = 0 da x valts till 0.

2.2 Lite till om ode

Vi har noterat att for linjér differentialoperatorer P(D) med konstanta koeffici-
enter géller

P(D)[y] = (D”Jran_lD"*1 +...4a1D+ag)yl = (D—r1)™ ... (D—1K)™ Y],



dar r1,...,r, ar rotterna till motsvarande karakteristiska ekvation med multi-
pliciteterna my, . .., my. Motsvarande faktorisering later sig inte allmént goras i
fallet med variabla koefficienter a,_1(x),...,ao(x). Det kan goras ibland vilket
foljande exempel visar.

Betrakta allméint operatorn P(D)[y] = (D? + a1(z)D + ao(x))[y]. D4
(D = r(2))(D = ra(2))y] = (D = r1(2))[y’ — ra(2)y] =

=y" = (ri(z) + r2(2))y’ + (r(@)r2(z) — ro(@))y
géller att

om

ai(z) = —ri(z) = r2(x), ao(x) =r1(z)r2(z) — r5(2).
Differentialekvationen l6ses da genom att losa systemet av forsta ordningens
linjara differentialekvationer

Varfor inte forsoka 16sa differentialekvationen y” — 22y’ + (22 — 1)y = x pa detta
séitt genom att hitta lampliga 1 (z) och ro(2). Lampligt val idr r1 () = ro(z) = «.
Genomfor kalkylerna.

Lat oss exemplifiera en annan metod att hantera homogena linjira differentia-
lekvationer utgaende fran ett exempel.
Betrakta

y" —y cosz +ysinz = 0.

Givet att vi kénner till en 16sning v(z) till differentialekvationen ovan ansétter
vi

y(x) = v(z)w(z).
Om man deriverar y(z) och sétter in i differentialekvationen reduceras denna
linjara differentialekvation i y av andra ordningen till en linjir differentialekva-
tion av forsta ordningen i w’. Konkret i fallet ovan, om man séttter v(x) = e5in®
sa fas

w’ +w' cosz =0,
en ekvation som kan l16sas med integrerande faktor. Metoden later sig litt ge-
neraliseras.

Mycken méda har genom historien lagts ner pa att hitta explicita l6sningar till
diverse differentialekvationer, linjéra savél som icke-linjara. Tekniken har varit



att gora listiga variabelsubstitutioner och omskrivningar. Vi kan hér bara peka
pa ett par sadana associerade med nagra kénda gubbar.

Variabelbyte i oberoende variabeln:

Eulers diff.-ekv.:
2"y ™ ta, 12"y Y 4 agay + aoy = fz), >0
Satt t = Inx.

Variabelbyte i beroende variabeln:

Bernoullis diff.-ekv.:
Y+ g(@)y + h(z)y* =0, a#0,1.
Sitt z(z) = y(z)—@

Bocker med langa listor av differentialekvationer med explicita 16sningar finns
att studera. Fordelen med en explicit 16sning dr att man lattare kan studera
16sningens beroende pa ingaende parametrar.

2.3 Olika varianter av resttermen i Taylors formel

Pa sidorna 437-439 ges ett bevis for Taylors formel som byggar pa att man
anvénder Cauchys medelvirdessats. Om man gor andra val av funktionen h(t)
pa sidan 438 dn (x — ¢)"T! far man andra former av resttermen. Rékna t.ex.
med h(t) = x —t och se vad ni far. Sjilv fick jag

(n+1)
o) =06 g @0,

2.4 Ordo-begreppen

I samband med Taylorutvecklingar har ordo-symbolen (stora ordo och lilla ordo)
anvints. Vi ger hir en definition av begreppen. Lat h(z) vara en funktion med
definitionsmamngd Dy, dar Dy N [—c¢, c] # 0 for alla ¢ > 0. n nedan betecknar
ett icke-negativt heltal dir 29 tolkas som 1.

h(z) = O(z™) da x — 0 betyder att det finns ett intervall I = [—¢, ], ¢ > 0 och
ett reellt tal M sa att

|h(z)| < M|z|", allaxz € [—¢, ] N Dy.

h(z) = o(z™) da x — 0 betyder att

h(z)
1m
0#£a—0 |z|™




Speciellt foljer att h(z) = o(z™) medfor h(z) = O(z™) men omvindningen géller
€j. Beteckningarna O((z — a)™) och o((z — a)™) d&  — a definieras analogt.

Pastaendet att en funktion g(z) &r kontinuerlig i # = a kan med ordosymbolen
skrivas
g(x) =g(a) + o(1), x — a.

Pastaendet att en funktion g(z) &r deriverbar i = a med derivatan ¢'(a) kan
med ordosymbolen skrivas

9(x) = g(a) +g'(a)(x — a) + o(x — a), v — a.

Vi noterar nagra rikneregler for O(z™) dér n och m ir icke-negativa heltal.
e Om Ah(z) = O(z™) sa ér dven h(x) = O(z™) dam < n
e Om m < nsair O(z™) + O(z"™) = O(a™)
e cO(z™) = O(a™) dér ¢ dr en konstant
o £mO(z") = O(x"+™)
e O(z™) £ O(z™) = O(z™)
e O(z™) - O(z™) = O(z™*")
e Om y = 0O(z™) sa ar O(y™) = O(z™™)

For o(z™) finns motsvarande ridkneregler men vi uteldmnar dessa.

3 Vecka 3

Vad gicks igenom vecka 3? Tillimpningar av Taylors formel/Taylorutveck-
lingar. 1 "Hospitals regel med bevis, differensekvationer speciellt linjara av andra
ordningen med konstanta koeflicienter, hur allménna homogenlésningen tas fram
via karakteristiska polynomet till differensoperatorn, lampliga ansatser for att
bestdmma partikuldrlosningar. Fixpunktssatsen med uppskattningar. Diskus-
sion om monotona talfoljders konvergens.

3.1 1’Hospitals regel

Vi noterar att antagandet i 1"Hospitals regel att ¢’(z) har konstant tecken i
intervallen (z1,x0) och (zg,x2) (kan vara olika i de olika intervallen) &r ekviva-
lent med det till synes svagare antagandet ¢’(x) # 0. Detta &r en konsekvens
av Darboux sats som gatts igenom forra ldsperioden. For lasarens bekvamlighet
formuleras den satsen hér.



Sats 3.1 (Darboux). Antag att g dr en deriverbar funktion pd intervallet [a,b].
Da finns for varje v mellan g'(a) och ¢'(b) ett tal € € (a,b) sadant att
g'(€) =

Observera att det inte forutsitts att g(z) ar kontinuerligt deriverbar. Det finns
deriverbara funktioner som inte har kontinuerlig derivata. Ett exempel &r
2

x?sinl 240

som &r deriverbar for alla x men vars derivata inte &r kontinuerlig i x = 0.
Ett exempel som visar att villkoret ¢’(z) # 0 i 1"Hospitals regel inte kan for-

sumimas:

Séatt
{ flx) =2+ 1 sin 2z
g(x) = e f(x).

Vi noterar nu att
1. g(z) = 400, T = +0

2. f'(z),¢'(x) existerar

3. g:g;; = esi”(w+§§§%+cosw) — 0, * — 400 (dér en faktor cosz forkor-
tats)
men

4. 1< J;Eg <eforall z > 3 (t ex), vilket innebir att gé;g 40, x = 400

I'Hopsitals regel dr inte tillimpbar da ¢'(z) vixlar tecken i varje intervall
(a,00), a €R.

Det &r séllan som "Hospitals regel &dr “ett maste” for att visa existens av grins-
viarden. Vi kompletterar ELW:s exempel pa sidan 25 och uppgift 1644a med
alternativa argument:

Ex 1: limg o0 #(5 — arctanx) = 1 inses fran

7r > 1 t e < 22
x(§—arctanx):x/£ mdt:x([l—kﬁ]x ‘1‘/JJ mdt):

z? * 1 > 1
=" 49 —dt-2 .
1122 " x/m 1+ x/m (1+12)2

Detta ger

™ < 1 z? o 1
z(i—arctanz):x/z 1—|—t2 dt = 1+m2+2$/x mdt,
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dér \2xf:)mdt\§%foooﬁthOdéO§x—>oo.L5itx—>oooch

pastaendet foljer.

1644a: lim,_, h‘TI f; ﬁ dt = 1 inses fran

Inz [* 1 Inz, t | Inz, = 2 Ve |
— —dt = —([—1]5 ——dt) = —(——— dt dt).
z Jy Int x ([1nt]2+/2 (Int)? ) x (lnx ln2+/2 (Int)? +/\/5 (Int)? )

Vidare géller

hrm:/‘/g 1 Inz 1
0< — —dt < —
x Jo (Imt)2  —

da 2 <z — oo och

0<1L‘”/171 <, L _ 1
Tz JyMmt)2 T T oz T (nyz)? ile

da 2 < z — oo. Pastaendet foljer.

3.2 En mycket snill funktion

I samband med Taylorutvecklingar kan man studera funktionen
1
_Je= x>0

Denna funktion &r kontinuerligt deriverbar pa R hur manga ganger som helst,

betecknat f € C°°(R), och speciellt giller (™) (0) = 0 for n = 0,1,2,... Visa

£70(0)
n:

dettal Detta innebér att f har en Taylorserie X2 som konvergerar for

alla z € R, eftersom Ezozowx" = 0 for alla z € R, samtidigt som f(z) > 0

n!

(n)
for x > 0. Detta medfor att f(z) = 52, L20) pn for alla z € [—¢, €] endast {or

n:

€ = 0. Funktioner med egenskapen att det for alla x € R finns ett € = ¢(x) > 0
sa att
) .,

flx) = Z?;;OTJL‘ , T € [—€, €

kallas real-analytiska. Exemplet ovan visar att det finns funktioner i C*°(R) som
inte &r real-analytiska.

3.3 Differensekvationer

Vi observerar att linjéira differensekvationer med konstanta koefficienter kan
skrivas om som matrisekvationer enligt foljande: For

(%) Yntp + Cp—1Yntp—1+ .-+ @1Yn+1 + a0y =0, n=0,1,2,...

11



sétter vi

Yn
yn+1
Y, = . , n=0,1,2,...
L Yn+p—1 |
och

0 1 0

0 0 1 0

A= : : : . :

0 0 0 1
—ap —aip —a2 ... —Qap-—1

A dr en p X p-matris. Vi kan da skriva (%) som
Vi1 = AY,, n=0,1,2,...

vilket ger
Y,=A"Y,, n=0,1,2,...

Den karakteristiska ekvationen till (x), dvs
(+) P +ap_ 1P+t artap=0

ar lika med sekularekvationen det(A — AI) = 0, dér I betcknar enhetsmatrisen
av typ p X p, dvs

- 1 0 0
0 —A 1 0
(++) : : : - : =0,
0 0 0o ... 1
—ag —a1 —Q2 ... —Qp_1— A

med r = \. Sekularekvatinens rotter dr egenvirdena till matrisen A. Spektralsat-
sen for matriser ger att A”, n = 1,2,3, ..., 14tt kan berdknas fér diagonaliserbara
matriser A vilket kommer att diskuteras i den kommande kursen i linjar alge-
bra (eller kanske redan behandlats i den forsta kursen i linjér algebra). Lisaren
uppmanas att redan nu och med hjalp av rdknereglerna for determinanter visa
att ekvationerna i (4+) och (++) dr desamma.

Vi tillampar matrisformuleringen pa exempel 19 sidan 46 i ELW. Fibonaccis
talfoljd (F,)52, definieras av

Fy=0

Fr=1
Foiyo=Fop1+F,, n=0,1,2,...

12



och dyker upp vid beskrivning av ett flertal fenomen i naturen. Om vi sétter

1@:[y"],n:QLzm
0 1
= [0 1]

Y, = A"Y,, n=0,1,2,...

och

kan differensekvationen skrivas

Egenvirdena till A (och da #ven rétterna till den karakteristiska ekvationen for
Foio=F,1+F,,n=0,1,2,...) dr lika med

1++5
TR

3.4 Fixpunktssatsen

Vi kallar, se INR, en funktion f : I — I en kontraktion pa intervallet I om
det finns ett positivt reellt tal k, k < 1 sa att

x, 2 €I =|f(x)— (@) < k|lz — Z|.
Foljande sats giller enligt INR:
Sats 3.2 (fixpunktssatsen). Antag att I = [a,b], a<b, och
1. f:I—=1
2. f ar en kontraktion pa I.
Da gdller att
1. det finns en entydigt bestimd fizpunkt o € I, dvs f(a) = «, och
2. for varje xg € I gdller att foljden (x,)5%, ddr
Tny1 = f(Tn), n=0,1,2,...

konvergerar och har grinsvirdet « (= fizpunkten).

Notera att

e f ovan #r en kontraktion om f #r en deriverbar funktion pa I och

sup |f'(z)| < 1.
zel

e Foljande uppskattningar géller (beteckningar enligt satsen ovan)
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|Tpnt1 — o <Elx, —al, n=0,1,2,...

(foljer direkt fran kontraktionsegenskapen for f)

1
|zn —af < mbsn“ —Znl, n=0,1,2,...
(foljer fran
|2 — o = |an = f(@n) + f(zn) — af < |2n —Tpga| +[f(@0) — fle)] <

<|xp — Tpt1] + klzn, — al.)

Jamfor dessa uppskattningar med motsvarande uppskattningar for
Newton-Raphsons metod.

e Intervallet I = [a,b] kan inte erséittas av intervallet (a,b) i fixpunktssat-

sen. Betrakta t ex funktionen f(x) = § pa intervallet (0,1) som &r en

kontraktion pa intervallet (0,1) men saknar fixpunkt.

e Fixpunktssatsen géller &ven for I = R men beviset far modifieras lite. Gor
detta. Utnyttja t ex att

x— f(x) = oo,z — 00

och
x — f(z) - —o0,x = —o0.

Dock géller inte "fixpunktssatsen™ om I = R och f inte &r en kontraktion
pa I men uppfyller

v, 2 el #T=|f(x)— (&) < |z — |

Se t ex vad som géller for

{747, 2t

1 1

Vi ger tva losningar till uppgift 1818a i ELW, en baserad pa fixpunktssatsen
och den andra pa satsen om monotona talfoljders konvergens.

Problem: Sitt 71 = 1, 7,11 = = for n =1,2,3,... Visa att (z,,)>; konver-

14z,

gerar och berdkna dess gransvirde.

Losning med fixpunktssatsen:
Sétt f(x) = 19 Detta ger xn41 = f(2n) for n =1,2,3,... Vi noterar att f(x)
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&r en avtagande funktion for > —1 och att f(1) = % (z; = 1). Vidare &r
f(3)=2> 1. Alltsa gller

1 1

f : [571] - [5’1]'

Dessutom ger medelvirdessatsen att

[f (@) = @ =1 (e y)l |z = vl

for alla z,y € [4, 1] for ndgot n,,, mellan z och y. D& f'(z) = giiller

1
(1+zx)?

4
max |f'(z)| == < 1,
e [7(0)] = g
och alltsa dr f(x) en Lipschitzkontinuerlig funktion med Lipschitzkonstant k =
3 <1, dvs f &r en kontraktion pa [4,1]. Fixpunktssatsen ger da att (2,)52,
konvergerar mot f:s entydigt bestdmda fixpunkt i £ i [%, 1]. Fixpunkten bestims

av € = £(€) dvs
£2+£71:07 ge[%vl]

Vi far € = Y51,

Losning med satsen om monotona foljders konvergens:
Vi bérjar med att berdkna de forsta talen i talféljden.

1 1 2 3 5 8

¥ =1,20==,T3=2,84=—,T5=—=,Tg=——, ...
1 2T 5 3T 3 T B0 T 6= 13

Det forefaller som om (z2,-1)52; dr en avtagande och (z2,)52; &r en viixande
foljd (detta vet vi fran fran iterationstolkningen da f’ < 0, se INR, men det r
ju inte kunskap vi ska anvénda hér). Lat oss (t.ex.) visa att (29,-1)52, 4r en
avtagande f6ljd. Vi noterar att

x x _ x 1+ o1 x
2n+1 — L2n—-1 — 1 — dL2an—-1 — — dLoan—-1 —
1+ 14+zon—1 2+ z2n1
1
- (l—asi -1 )
2n—1/*
2+ Ton_1

Fran definitionen ser vi att z; > 0 for alla positiva heltal k och vidare att
Toni1 — Top—1 < 0 om 1 — 29, 1 — 23, ; < 0. Detta éir ekvivalent med att

Top—1 > @ Vi har att x; > @ Aterstar att visa att Top—1 > V51

2
medfor att xo,41 > ‘/52_1. Men

Toan+1 =




Induktion ger alltsa att (x2,-1)32, &r en avtagande f6ljd da xo,—1 > % for

alla positiva heltal n. Detta ger enligt satsen om monotona talféljders konvergens
att (zon—1)52, konvergerar och har griansvirdet

_1+¢
P

En liten kalkyl (observera att £ > ‘/571) ger

S w0
ot

|

—_

f=r ¢
Vidare giller
! — ! & n—
Top = =...=¢§( n— o0
2 l+zop1 14§
Alltsa &r (x,)%2, konvergent med griansvérdet ‘/52’1.

4 Vecka 4

Vad gicks igenom vecka 47 Newton-Raphsons metod med uppskattningar,
serier och begreppen konvergens/divergens, nédvindigt villkor for konvergens
(kriterium for divergens), positiva serier och huvudsatsen fér positiva serier,
integralkriteriet och konsekvenser av detta. Nagra referensserier.

4.1 Newton-Raphsons metod

Fixpunktssatsen kan (ibland) anviindas for att 16sa ekvationen f(xz) = 2. Om
man vill 16sa ekvationen f(z) = 0 kan (ibland) Newton-Raphsons metod anvén-
das. Men dven om f’(x) # 0 for alla  sa #r man inte garanterad att (x,)52,
konvergerar dir f : R — R, zp € R (vald) och

Tpntl = Tp — , n=0,1,2,...
f'(@n)

Foljande uppskattningar (som delvis aterfinns i INR) giiller om I C R &r ett
intervall med x,, 2,41, € I, diir f(a) = 0,0ch f € C?(I)ifall Aoch f € C*(I)
i fall B.

A
[Zp1 —af < EMH —al?,
| <o &
Tpn41 o S oL Tn+1 Tp| -
B :

M
Ixn —Oél < f‘xrrkl - mn‘7
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dir L = infer |f'(2)], M = sup,¢; | f'(z)] och K = sup,¢; |f"(2)].

Tips: For att visa uppskattning A Taylorutvecklar man lampligen kring = = x,,
med en restterm pa Lagrange form av ordning 2 och betraktar fallen z = «
respektive x = x,,41.

4.2 Nagra referensserier

For att kunna anvéanda jamforelsekriterier for positiva serier behéver man kdnna
till konvergens/divergens for nagra serier. Bra att kunna dr att f6r p, ¢ € R giiller:

e Serien .
fleﬁ konvergerar
om och endast om
p>1.
e Serien .
> ,——— konvergerar
"=2n(Inn)q &

om och endast om
q>1.

e Serien
Yo r"™ konvergerar

om och endast om
Ir| < 1.

5 Vecka 5

Vad gicks igenom vecka 57 Jimforelsekriteriet inkl dito pa grénsvirdesform
med exempel. Rot- och kvotkriterierna (generalisering av rotkriteriet med "lim”
ersatt med “limsup” hanns inte med). Vidare diskussion av begreppen abso-
lutkonvergent serie och betingat konvergent serie samt formulering av Leibniz”
konvergenskriterium for alternerande serier och bevis av detta. Begreppet om-
ordning av serier studerades. Potensserier och deras konvergensomraden samt
hur man berdknar konvergensradier gicks igenom.

5.1 Rot “biattre an" kvot

Lat oss med rot-/kvotkriteriernas hjilp forsska avgora om serien 2 ;a, kon-
vergerar eller ej dar

(3)" n=2k k=1,23,...

(

Ay =
¥ n=2k+1,k=0,1,2,...

[
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Hér ser vi att

1
Vay — —=, N — 00
n \/i
da )
2ka2k—>ﬁ,k—>oo
och

1
2kt agk+1 — —=, k — oco.

V2

Rotkriteriet ger da att serien ovan konvergerar. Men

A2k+1
a2}

=1, k>

och

A2k+2 1
22 k> oo
A2k+1 2

varfor kvotkriteriet inte kan avgora konvergens/divergens for serien.

Detta &r ingen slump! Det giller att om

. Gn41
lim —*

n—0oo  (Qp

existerar sa existerar ocksa

lim a,,
n—oo
och a
. . n+1
lim /a, = lim .
n—o00 n—00  (y
Visa detta.

5.2 Lite till om numeriska serier

For nagot ar sedan, alltsa inte i ar, noterade vi pa foreldsning att rot-/kvotkriteri-
erna inte férmadde avgéra om och nér den positiva serien 372 ax, dir ar = 75
med parameter p € R, konvergerar. Dessa kriterier bygger pa jamforelse med
geometriska serier och nér {/a; — 1/“2—;rl — 1 da k — oo kan inget sidgas om
seriens konvergens. Vet man lite mer, t ex hur snabbt a(’;;“ gar mot 1 da k — oo
kan man sdga lite mer. Detta dr innehallet i Raabes konvergenskriterium som

vi gick igenom da och som vi nu formulerar som en sats hér.

Sats 5.1 (Raabes konvergenskriterium). Lat ar > 0 fork =1,2,3,... och antag

att
ay

k(

-1)—= L, k— oo
Q41
Da gdller att

1. L > 1 medfor att 332 ar konvergerar
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2. L <1 medfor att X3 a) divergerar
8. L =1 medfior att ingen slutsats kan dras.

Léasaren uppmanas att tillimpa Raabes kriterium pa serien Ez":lk%, dir p € R.
Vi far "rétt resultat i fallen p # 1” men for p = 1 kan ingen slutsats dras.

Vi skisserar nu beviset for Raabes kriterium.
Fall 1: Antag L > 1. Da finns ett heltal N och ett € > 0 sa att

ag

k(. ~1)>1+4¢ k>N,

Q41

dvs det giller att
kag — (k4 1)ags1 > e€agy1, k=N, N+1,N+2 ...
Summera nu dessa olikheter for k = N, N +1,...,m. Vi far
Nan — (m + 1)am41 > GZZZ}\l,Hak.

Detta ger
m—+1 1
YNk < ENGN’ m > N,
och enligt huvudsatsen for positiva serier konvergerar 372 ,a; eftersom dess

partialsummor dr uppat begriansade.
Fall 2: Antag L < 1. Da finns ett heltal N och ett € > 0 sa att

ak

E( —1)<l-—¢ k>N,

Gk41
dvs det giller att
kap < (k+ 1)ak+1 —e€apy1, k=N,N+1,N+2 ....

Foljdaktligen giller att kay < (k4 1)ag+1 och alltsa

%<ak k=N,N+1,N+2,...

for nagot positivt reellt tal C. Da serien 21?;1% divergerar divergerar X2 ;ay

enligt jamforelsekriteriet for positiva serier.

5.3 Limes superior/limes inferior

Vad vi inte hann med nér vi diskuterade rotkriteriet for positiva serier var att
pastaendet i satsen (med betecknigar enligt ELW) ocksa géller om

lim ap =A
k—o0
ersatts av

lim sup a, = A.

k—oco
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Definitionen av “limsup” for en begrinsad talfoljd (zx)72, ges av

(x) limsupzy = lim sup{z, :n > k}.
k—o00 k—o0

Hér ser vi att (2x)52, dér z; = sup{z, : n > k}, bildar en avtagande, begrén-
sad talfoljd som konvergerar enligt satsen om monotona talféljders konvergens.
Foljdakligen existerar lim sup,_, . xx och karakteriseras av att

T = lim sup x,
k—o0

uppfyller villkoren att

1. for varje € > 0 existerar ett positivt heltal N sa att
k>N=ux,<ZT+e€

och

2. for varje € > 0 och varje positivt heltal N finns ett £ > N sa att

T > T — €.

Om “sup” byts ut mot “inf" i (x) fas begreppet limes inferior for en talfljd
(xr)52,. Det giller for varje begrénsad talfoljd (zx)52, att limsup,_,., xx och
lim infy_, . x) existerar och vidare att

—oo < liminf 2, < limsup x < 0.
k—o0 k— o0

Om liminfy_, 2 = limsup,,_, . xx existerar limy_,o 2 och &r lika med
lim sup,_, o k-

Ex: zp = (—1)*, k=1,2,3,..., har

limsupx, =1
k—o0

liminf z;, = —1
k—o00
men

lim xj existerar ej.
k—o0

5.4 Omordning av serier

Slutligen levererar vi bevis for satserna 18.15 och 18.16 i ELW. X221 a4 ;) ér en
omordning av serien X7° ;a; om o dr en permutation av (1,2,3,...), dvs ¢ &r
en bijektion pa méngden {1,2,3,...}. Detta innebér att

e o(k) =o(l) medfor k =1, och
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e for alla positiva heltal & finns positivt heltal [ sa att
o(l) =k.

Vi visar nu att varje omordning %72, a4 () av en absolutkonvergent serie ¥:32 ; ay
dr absolutkonvergent och har samma summa som 72, ay.

Antag alltsa att X2 ;ax dr absolutkonvergent, dvs X592, |ag| &r en konvergent
positiv serie. Da &r Ezozﬂaa(k)\ en konvergent positiv serie eftersom en 6vre
begransning A till partialsummorna X}_,|ax|, n = 1,2,3,... ocksd dr en vre
begrénsning till partialsummorna X}_, a1 [, n = 1,2, 3, .. .. Detta foljer av att
for varje n géller

EZ:1|aa(k)| SEzna)lc{o(l),a@),...,a(n)}‘ak‘ SA

Alltsa &r X2 ja, (k) en absolutkonvergent serie. Antag nu att S &r summan av
serien 322 ax. Det aterstar att visa att ocksa 372 ay(x) har summan S. Fixera
€ > 0 och vilj ett positivt heltal N sa att

Y vlak] < e
Detta &r mojligt da 392, |ax| konvergerar. Sétt
N =min{n:{1,2,...,N} Cc {o(1),0(2),...,0(n)}}.
Vi har i
|Xr—100) — S| < Xplylax] <€, n>N.
Alltsa géller

nll)ﬂ;o Ekzlag(k) =S.

Vi visar nu foljande pastaende: For varje betingat konvergent serie 332 ;ay och
varje reellt tal S finns en omordning X2 ; a,(x) (finns inte bara en utan oéndligt
manga) som ér konvergent och har summan S. Sitt a = max{ay,0} och a,, =
max{—ay,0}. D& dr ar = af — a; och |ax| = af + a; . Eftersom 22 ay
ar betingat konvergent, och alltsa 392 ai &r konvergent medan 392, |ag| &r
divergent, divergerar de bada serierna

) +

{ Xp2ay
=k
Yp2ay

Detta géller p g a att
lak| = 2a, + ax :Qa;—ak, k=1,2,...

Lat nu (c)32, vara den delfoljd av (ag)72, som bestar av alla ay > 0 och
(dr)32, vara den delfoljd av (ax)72, som bestar av alla ar < 0. Skapa nu
foljden (aq(x))pe; som

Cla"'7cn1ad17"'7dngacn1+17'"7C7‘L37dn2+17"' 7dn4acn3+1;'"’C7L5)dn4+17"'
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dar
np=min{n:c;+ca+...+¢, >S5}
no=min{n:c1+...+cy, +di +da+...+d, < S}
och induktivt

Nogy1 =min{n >ngp_1:c1+...+¢Cpy +di+ ...+ dn, + ... Fdpgy o1+

+dpyy, + Crgp_y 41+ -+ cn > S}

och
Nogyo =min{n >ngp 11 +...+cpy +di+ ...+ dny + oo F Cngp_y 41+ - -

+C”2k+1+dn2k,+l+-u+dn < S}
for k =1,2,3,.... Det foljer att

lim X2 =S5
Jim o

eftersom limy_,oc ar, = 0, da X2, a dr konvergent, och alltsa

lim cpyp_ g1+ oo+ Cogyyy = M dpyy 11+ -0 + diyy ., = 0.
k— oo k—o0

Man visar ocksa enkelt att varje betingat konvergent serie har divergenta om-
ordningar.

6 Vecka 6

Vad gicks igenom vecka 6?7 Termvis derivering/integrering av potensserier
och anvéndning av detta for att berdikna summor av potensserier behandlades.
Vi visade att losningar till linjira differentialekvationer kan bestdmmas med
hjélp av potensserier. Vidare behandlades funktionsfoljder och funktionsserier
och begreppen punktvis konvergens pa ett intervall/likformig konvergens pa ett
intervall gicks igenom utifran ett flertal exempel. Exempel som visade pa hur
fel det kan ga om man kastar om grinsovergangar diskuterades.

6.1 En 6vningsuppgift

Enligt ett énskemal far ni hir ett 19sningsforslag pa f6ljande uppgift (ELW
kapitel 19 uppgift 1908b): Bestim konvergensintervallet M och summan av po-

tensserien

],'Qk

zozl(_l)k_lzk(% —1)

Losning: Satt

{ k=20—1,1=1,2,3,...
ap = —
k (_1)l 12[(27%71) k/’:2l7l: 172,37...
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Potensserien kan da skrivas som Zz":lak:ﬂk. Observera att den ursprunliga po-
tensserien endast innehaller jimna potenser av x.

Berikning av konvergensradien R: Vi noterar att

1 — / 1
—_= 1'[[ S k = 1.[[] a ____— : 2 > = 1
R lk_fip ‘ak‘ kiﬂ)o sup{ 21(21 — 1) Lz k} ’

1
lim 23— =1,
e\ 20020 — 1)

da

Alltsa far vi R = 1 (alternativt gor variabelbytet ¢t = x? och beriikna konver-
gensradien for potensserien i t och fran detta dra slutsats om konvergensradien
for potensserien i x).

Berdkning av konvergensintervallet M: Vi vet att varje absolutkonvergent serie
konvergerar. Eftersom 220:11%2 konvergerar foljer att

o0 ro1_ (ED* o0 1
et |(=1) | =3

2k(2k — 1) 2k(2k — 1)
konvergerar enligt jamforelsekriteriet pa gransvirdesform och alltsa giller

M =[-1,1].

Berdkning av potensseriens summa for x € M: Kalla potensseriens summa for
f(z). Vi vet att for |z|] < R = 1 kan vi derivera potensserien termvis och att
den resulterande potensserien har samma konvergensradie, dvs 1. Alltsa foljer

att
2k—1

F(@) = S () —

och pa samma sétt fas

1

f(@) = Sy (1) 12?72 = By (—2?) = 14 a2

Man noterar ocksa att
f(0) = f'(0) = 0.

For |z| < 1 kan vi bestdimma f(z) genom att integrera H% tva ganger. En
forsta integration fran 0 till = ger

f'(z) = arctanz, |z| <1

och en andra integration ger

1
f(z) = zarctanz — 5111(1 +2%), |z < 1.
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Vi konstaterar nu att z arctanz — %ln(l + 22) #r en kontinuerlig funktion pa
intervallet [—1,1]. Det aterstar nu att bestdmma seriens summa for £1. Det
foljer av att serien &r absolutkonvergent for +1 att potensserien dr kontinuerlig
i dessa dndpunkter i konvergensintervallet. Vi visar nu detta. Det rdcker att
studera punkten x = 1 da potensseriens summa #r en jimn funktion. Fixera
€ > 0. Ska visa att det finns ett § > 0 sa att

2k
1
16,1 = |57, (- 1) o - S (D) | <
xe( ) ]:>| k_l( ) 2]6(2]{1—1) k—l( ) 2]€(2]€—1)|<6
Vi noterar att
2k 1 1
N (1 kflzif o (1 k=1____ - <ER, —|1— 2"
S 0 gy S 0 g < S o

Eftersom den positiva serien E,;";lm konvergerar finns positivt heltal N

sa att
1 €

o0
F=NOLRk—1) © 2

Lat C beteckna summan av Zz‘;lm. Detta ger for |z| < 1 att

1

- 1
F=19k(2k — 1)|

1— 2k <2N_ -
e b Ty

1— 2k E
a4

Vi kan nu vilja ett § > 0 sa att den forsta termen i olikhetens hogerled blir
mindre &n § for alla 2 € (1 — 4, 1] eftersom

1
=N |1 -2%| <Ol - 22|
Vilj t ex 0 = 1 — %/1 — 55 dér vi antagit att 5= < 1 vilket inte ir nagon
inskrdnkning (ni inser varfor eller hur?). Vi har visat att potensserien &r konti-
s

nuerlig i z = £1 och alltsa d&r summan lika med arctan 1 — %an =7- %ln 2.

Kommentar: Vi visade i uppgiften ovan att

2k 1

xX _
=S ()" 12k(2k; —1)

lim 252, (—1)F 11—t
Jm T (=1) 2k(2k — 1)

utgdende fran att Zzozl(—l)k_lm dr absolutkonvergent. Man kan visa,
vilket Abel gjorde, att foljande géller.

Sats 6.1 (Abels sats). Antag att
f(z) =52 yara®, x € (-R,R).
Om serien konvergerar i © = R sa existerar grinsvirdet lim, ,p— f(x) och

lim f(z) = 32 axR".

r—R—
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7 Vecka 7

Vad gicks igenom vecka 7?7 Diskussion av satser om omkastning av grén-
sovergangar for likformigt konvergenta funktionsfoljder. Formulering och bevis
av Weierstrass M-sats samt tillampning av de olika resultaten pa olika exempel.
Repetition av begreppen addition, multiplikation med skalér, skalarprodukt, be-
lopp och egenskaper for dessa for vektorrummen R™, n = 1,23, ... Definition
och flertal exempel rérande grinsviirden for vektorvirda funktioner av flera va-
riabler, poldra/sfiriska koordinater samt kort om rékneregler fér grinsvirden.
Tyvarr var tiden for knapp for att hinna ga igenom kontinuitet for funktioner av
flera variabler samt de tre satser i PB2 som handlar om egenskaper fér kontinu-
erliga funktioner pa kompakta méingder eller bagvis sammanhingande méngder.
Pa storgruppsoévningen pa fredagen raknades den gamla tentan fran 2017-01-13
igenom. Losning pa densamma finns pa kurshemsidan.

7.1 Ett tentamensproblem

Pa omtentan pa kursen i augusti 2008 fannns ett problem dér man skulle avgéra
om en viss funktionsserie var likformigt konvergent pa R. Da losningar inte &r
utlagda for den tentan ges en 16sning hér.

Problem: Visa att "

o —_—

R=lg2 k2
ar punktvis konvergent pa R. Avgér om funktionsserien konvergerar likformigt
pa R.

Losning: Sitt fu(r) = 2%m. Da |fi(z)| < & for k = 1,2,... och B2 %
konvergerar sa konvergerar, enligt jamforelsekriteriet, funktionsserien 92, fx ()
punktvis pa R. Kalla seriens summa s(z). Vi noterar att s(x) dr en udda funktion
da funftionerna fx(x) &r udda. Vidare &r fr(z) > 0daxz > 0 for k = 1,2,...
Via teckenstudium av derivatan av fi(z) far vi att funktionen fy(z) dr vixande
pa [0, k], avtagande pa [k,00) och tar virdet 5 fér o = k. Vi observerar (t.ex.)
ocksa att )

k) 2 o D=k ke Lk 42, 2,

Detta ger att

1 1
)3l ky>k-— =<
for k = 1,2,.... Alltsa kan inte funktionsserien vara likformigt konvergent pa

R eftersom )
() = sn(n) 2 S, filn) >

for varje positivt heltal n, dir s,(x) betecknar den n-te partialsumman av
Y317 5= Vihar alltsa att

sup |s(x) — sp(z)| A 0, n — oco.
z€R
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(Man kan notera att funktionsserien &r likformigt konvergent pa varje begrinsat
interval enligt Weierstrass M-sats.)

7.2 Ett problem till

Man kan visa likformig konvergens for vissa funktionsserier &ven da man inte
kan anvéinda Weierstass M-sats. Visa till

Ex: att

kmk

I

ar likformigt konvergent pa intervallet [0, 1].

Allmént géller att om en funktionsfoljd /funktionsserie konvergerar likformigt pa
en mingd D s& konvergerar den likformigt pa varje delméingd D C D, och om
konvergensen &r likformig pa pa varje méangd D,,,n = 1,2, 3, ..., sa ir konvergen-
sen likformig pa méngderna Ufy:l D,, N =1,2,3,..., men inte nédvandigtvis
pa (J,—, D,. Visa detta.

7.3 Karakterisering av kompakta mingderi R", n =1,2,3,...

Nedan ges en ekvivalent beskrivning av kompakthet for méngder M i R™ i termer
av egenskaper for foljder av element i M. Vi studerar forst fallet med n = 1.
Foljande resultat ar anvéndbart.

Sats 7.1. Lat (a,)S2, vara en godtycklig talfélid av reella tal. Da finns en

delféljd (an, )52, av (an)>, som dr monoton.

Bevis: En monoton talféljd &r en fo6ljd som dr antingen avtagande eller véx-
ande. Lat oss forst inféra begreppet vindpunkt nedat. Vi sdger att a,, &r en
véindpunkt nedat for foljden (a,)S2; om Gy, < ap, for alla m > ng. Tva fall kan
forekomma.

Fall 1: Det finns odndligt manga viandpunkter nedat. Beteckna dessa med

Gy s Qrgy e v oy Ay - e -
dir ng <ng <...<ng <....Foljden (a,, )72, &r avtagande da
Ony 2 OQpy = oo 2 Ay > oe s

Fall 2: Det finns inga eller hogst dndligt manga vandpunkter nedat. Valj ett
element a,,, sadant att det inte finns nagra vindpunkter a,, nedat med n > m;.
Vilj sedan ett element a,,, med ma > my och apm, > am,. Ett sddant element
maste existera da det inte finns vindpunkter nedat med index storre dn eller
lika med m;. Fortsétt iduktivt att vélja element sa att a,,, ., > @, . Detta ger
en f6ljd (am, )5, dér

Ay Sy <o Sy, S
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Foljden &r alltsa vixande och pastaendet i satsen &r visat.

Vi kan nu visa foljande resultat baserat pa supremumaxiomet. Beviset ar réitt-
framt och uteldmnas hér.

Sats 7.2. Lat (a,)S2 1 vara en godtycklig vizande talféljd. Da gdller:
(an)$2y dr uppat begrinsad om och endast om (a,)5% dr konvergent.

Pa samma sétt visas ocksa

Sats 7.3. Lat (a,)52 vara en godtycklig avtagande talfoljd. Da gdller:
(an)$%y dr nedat begrinsad om och endast om (a,)5% dr konvergent.

Vi kan nu formulera och bevisa

Sats 7.4 (Karakterisering av kompakta delméngder av R). Ldat K vara en del-
méngd av R. Da dr K kompakt om och endast om for varje foljd (an)22, sadan
att a, € K for alla n det finns en delfélid (an, )52, och ett tal a € K sa att
ap, — a da k — oo.

Bevis: Antag forst att K dr en kompakt, dvs sluten och begrinsad, delméngd av
R och lat (a,)$2, vara en foljd sadan att a,, € K for alla n. Da finns en monoton
delfolid (an, )72, av (an)32, enligt Sats 6.1. Da K &r en begrédnsad méingd &r
(an, )72, en begrinsad foljd. Enligt Sats 6.2 och Sats 6.3 maste (a,, )72, vara
konvergent. Lat a beckna gransvérdet av féljden. Da varje a,, € K, k=1,2,...,
maste a € K |JOK. Men K #r sluten sa 0K C K och alltsa géller a € K.

Vi antar nu att for varje f6ljd (a,)22; sadan att a, € K for alla n finns en
delfslid (an, )72, och ett tal a € K sa att a,, — a da k — co. Vi ska visa att
K da maste vara sluten och begréinsad.

K &r begriansad: Antag att K inte dr begridnsad och visa att detta motsiger
vart antagande ovan. Eftersom K #r obegrinsad finns for varje reellt tal M
ett element a € K sadant att |a] > M. Vilj ett godtyckligt element i K och
kalla det ay. V&lj as € K sa att |ag| > |a1| + 1. Vilj induktivt a,41 sd att
|ant1] > lan] + 1 f6r n = 1,2,... Féljden (a,)5%; kan inte ha en konvergent
delfoljd ty om den hade det skulle denna delfoljd vara begrédnsad samtidigt som
det giller att |a,| — oo da n — oo. Motségelse och alltsa dr K begrinsad.

K ar sluten: Antag att K inte &r sluten och visa att detta motsédger vart anta-
gande ovan. Om K inte &r sluten finns en randpunkt a till K som inte tillhor
K. Vilj for varje positivt heltal n ett element i K () B(a, +). Kalla detta a,.
Notera att K (| B(a, +) # 0 for alla n eftersom a &r en randpunkt till K. Féljden
(an)$2, ligger i K och konvergerar mot gréinsvirdet a eftersom |a, —a| < L for
alla n. Detta ger en motségelse. Alltsa maste K vara sluten. Beviset av satsen
ar nu klart.

Sats 7.4 kan nu generaliseras till godtyckligt R™. Vi har

Sats 7.5 (Karakterisering av kompakta delméngder av R™). Lat K wvara en
delmdngd av R™. Da dr K kompakt om och endast om for varje foljd (ax)7>,
sadan att a € K for alla k finns en delfoljd (ay, )2, och ett tal a € K sa att
ay, —»adal— co.
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Beviside: Andra delen av beviset av Sats 7.4 gar igenom i fallet R™ med n > 1
varfor vi endast behandlar forsta delen av beviset. Lat alltsa K vara en sluten
och begrénsad delméngd i R™ och lat (ay)72, vara en godtycklig foljd i K. Vi
har

ar = (1,082, .-, 0kn), k=1,2,...

Eftersom K #r en begrinsad méingd géller att det finns ett reellt tal M sadant
att |ag| < M for k= 1,2,.... D4 giller
|ak,1\ < \ak| <M, k=1,2,...

Eftersom foljden (a,1)72; &r begrénsad finns enligt Sats 6.1, Sats 6.2 och Sats

6.3 en konvergent delfoljd, beteckna den (a,(~C i)k 1 av (ag1)52, . Betrakta nu

delféljden (a all )) °, av (ax)g2,. Vi har
A — @0l ra), k= 12,...

layal <l <M, k=1,2,...,
dér det enligt satserna ovan géller att foljden (aE€ %),;’o 1 har en konvergent delf6ljd
som vi betecknar (af;) 22 ;- Fortsdtt induktivt att betrakta foljden pa koordi-

natplats [ 4+ 1 for {6ljden (a ()),c 1, dér
n o l
a)) = () ay, . a), k=1,2,...

och valj ut en delfoljd for vilken de reella talen pa plats [ + 1 konvergerar. Efter
ett dndligt antal utgallringar (tagande av delfoljder av delfsljder) har vi fatt en

delfoljd (a,, al™ )52, av (ag) 52, for vilka de reella talen pa samtliga koordinatplatser

konvergerar. Det som aterstar dr att visa att (a (n)) 2, konvergerar mot ett
elenent i K.

Lésaren uppmanas att anvénda karakteriseringen av kompakthet ovan for att
visa Satserna 4 och 5 pa sidan 41 1 PB2 samt &ven foljande resultat.

Sats 7.6. Lat f: D — RP, D C R", vara en kontinuerlig funktion, ddr D dr en
kompakt mdngd. Da dr

f(D) = {f(x) : x € D}

en kompakt mdngd ¢ RP.

7.4 Likformig kontinuitet

Tyvérr hann jag inte sdga sa mycket om likformig kontinuitet men lat mig helt
kort ge nagra kommentarer hér.

Lat f: D — RP, D C R™, vara en vektorvird funktion pa D. Hér betecknar n, p
godtyckliga positiva heltal. Vi sager att
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f dr kontinuerlig pa D om det for alla X € D och alla € > 0 finns 6 > 0 sa
att
X -yl <d,yeD=|f(x)—f(y)| <e.
(Observera att hiir far § bero pa bade € och x)
f dr likformigt kontinuerlig pa D om det for alla € > 0 finns ¢ > 0 sa att
X =yl <4, x,y € D= |f(x) —f(y)] <e.

(Observera att hir fa § bara bero pa €)

Man noterar att en likformigt kontinuerlig funktion pa D maste vara en konti-
nuerlig funktion pa D men inte omvént. Vi ger nagra exempel pa dessa begrepp
for reella funktioner, dvs n =p = 1.

Ex: f(x) = 2%, x € [0,1] dr en funktion som &r likformigt kontinuerlig pa [0,1].
Visa detta.

Ex: f(z) = 2%, € [1,00) dr en funktion som #r kontinuerlig pa [1, 00) men inte
likformigt kontinuerlig pa [1, 00). Visa detta.

Ex: f(z) = 1,2 € (0,1] & kontinuerlig men inte likformigt kontinuerlig pa
(0,1]. Visa ocksa detta.

Ex: En funktion som &r likformigt kontinuerlig pa en méngd &r likformigt konti-
nuerlig pa varje delméngd av denna. En funktion som &r likformigt kontinuerlig
pa en uppriiknelig méngd av méingder (i R", t ex n = 1) ér likformigt kontinu-
erlig pa varje dndlig union av dessa mingder men inte nédvéindigtvis likformigt
kontinuerlig pa unionen av alla de upprikneligt manga méngderna. Jamfor de
tva forsta exemplen ovan.

Ex: Antag att I(= [a,b]) dr ett slutet begrénsat intervall och att f(z) &r en
deriverbar funktion pa (a,b). Da giller att om

sup |f'(2)] < o0
z€(a,b)

sa dr f likformigt kontinuerlig pa I, vilket litt visas med hjélp av medelvirdes-
satsen (modell Lagrange).

Ex: Funktionen f(z) = /z, z € [0,1] &r likformigt kontinuerlig pa [0, 1]. Detta
foljer direkt fran Sats 5 i PB2. Notera hér att

sup |f'(z)] = oo
z€(0,1)

sa observationen i foregaende exempel kan inte anvindas. Vi kan ddremot visa
den likformiga kontinuiteten utgaende fran definitionen.

Antag att 6 >0och 0 <z <x+ 0 < 1. For y =z + § giller

[f () = f)l = Ve — vyl = V.

1 1
\/5+\/§|x vl NV T
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Fixera nu ett godtyckligt € > 0. D& giiller med 6 = €2 att

|z —y| <9, 2,y €[0,1] = |f(x) - f(y)| <e

Likformiga kontinuiteten visad.
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