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1. Lös differentialekvationen 
y′′ − 2y′ + y = x(ex + 1)
y(0) = 0
y′(0) = 0

(7p)

Lösning:

Differentialekvationen
(D2 − 2D + 1)[y(x)] = x(ex + 1)

är linjär av andra ordningen med konstanta koefficienter och inhomogen. Det karakte-
ristiska polynomet är

r2 − 2r + 1 = (r − 1)2.

Detta ger att den allmänna homogenlösningen kan skrivas p̊a formen

yh(x) = (A+Bx)ex.

En partikulärlösning ges av

yp(x) = yp,1(x) + yp,2(x),

där (D − 1)2[yp,1(x)] = xex och (D − 1)2[yp,2(x)] = x.
Ansättningen yp,1(x) = exv(x) ger med förskjutningsregeln att D2[v(x)] = x vilket med
v(x) = (a + bx)x2 = ax2 + bx3 efter insättning i differentialekvationen v′′(x) = x ger
a = 0, b = 1

6 . Ansättningen yp,2(x) = c+ dx ger c = 2 d = 1. Vi f̊ar allts̊a

yp(x) =
1

6
x3ex + 2 + x.

Allmänna lösningen y(x) till den ursprungliga differentialekvationen ges av

y(x) = yh(x) + yp(x) = (A+Bx+
1

6
x3)ex + 2 + x.

Begynnelsevillkoren bestämmer konstanterna A och B. Vi har

0 = y(0) = A+ 2

och
0 = y′(0) = A+B + 1.

Detta ger A = −2 och B = 1.

Svar: y(x) = (16x
3 + x− 2)ex + x+ 2



2. Lös differentialekvationen {
y′ = (2x+ y)2

y(0) = 0

(6p)

Lösning:

Efter variabelbytet z(x) = 2x+ y(x) f̊as den separabla differentialekvationen

z′ = 2 + z2.

Detta ges oss
1√
2

arctan(
z(x)√

2
) = x+ C, C ∈ R

och härur
z(x) =

√
2 tan(

√
2x+ C̃), C̃ ∈ R.

Villkoret y(0) = 0 medför att tan C̃ = 0 och med C̃ = 0 f̊as

Svar: y(x) =
√

2 tan(
√

2x)− 2x, x ∈ (− π
2
√
2
, π
2
√
2
)

3. Beräkna f (6)(0) för
f(x) = sin(x2) cos(x) ln(1 + x2).

(6p)

Lösning:

Standardutvecklingarna

sin t = t− t3

6
+O(t5)

cos t = 1− t2

2
+O(t4)

ln(1 + t) = t− t2

2
+O(t3)

ger

f(x) = (x2 − x6

6
+O(x10))(1− x2

2
+O(x4))(x2 − x4

2
+O(x6)) =

= x4 − x6 +O(x8).

Fr̊an entydighetssatsen för Taylorutvecklingar följer att

f (6)(0)

6!
= −1

dvs f (6)(0) = −720.

Svar: −720



4. För vilka p ∈ R konvergerar serien

Σ∞
n=1(1− n sin(

1

n
))p?

(6p)

Lösning: Vi noterar att

sin
1

n
=

1

n
− 1

6
(
1

n
)3 cos(θ

1

n
)

och

sin
1

n
=

1

n
− 1

6
(
1

n
)3 +O((

1

n
)5)

för n = 1, 2, 3, . . . där θ = θ(n) ∈ [0, 1]. Följdaktligen är

1− n sin(
1

n
) > 0, n = 1, 2, 3, . . .

och serien Σ∞
n=1(1− n sin( 1

n))p är en positiv serie för varje p ∈ R. Vidare gäller

(1− n sin( 1
n))p

1
n2p

=
( 1
6n2 +O( 1

n4 ))p

1
n2p

→ (
1

6
)p, n→∞.

D̊a Σ∞
n=1

1
nα konvergerar om och endast om α > 1 föjer att serien i uppgiften konvergerar

om och endast om p > 1
2 enligt jämförelsekriteriet p̊a gränsvärdesform.

Svar: p > 1
2

5. Avgör för vilka x ∈ R som serien

Σ∞
n=1

n!

nn
(x− 3)2n+1

är absolutkonvergent, betingat konvergent respektive divergent.

(7p)

Lösning: Vi noterar att

Σ∞
n=1

n!

nn
(x− 3)2n+1 = (x− 3)Σ∞

n=1

n!

nn
(x− 3)2n.

Sätt t = (x− 3)2 och betrakta potensserien Σ∞
n=1ant

n, där

an =
n!

nn
, n = 1, 2, 3, . . .

D̊a

|an+1

an
| = nn

(n+ 1)n
=

1

(1 + 1
n)n
→ 1

e
, n→∞



gäller att Σ∞
n=1ant

n är absolutkonvergent för |t| < e och divergent för |t| > e. Följdaktligen
är Σ∞

n=1
n!
nn (x− 3)2n absolutkonvergent för |x− 3| <

√
e och divergent för |x− 3| >

√
e.

För x = 3±
√
e f̊ar vi serien

Σ∞
n=1

n!

nn
en.

Sätt bn = n!
nn e

n, n = 1, 2, 3, . . . Stirlings formel

n! = (
n

e
)n
√

2πn(1 + εn), εn → 0, n→∞

ger
bn =

√
2πn(1 + εn)→∞, n→∞

Allts̊a divergerar Σ∞
n=1

n!
nn e

n. Slutsatsen är att Σ∞
n=1

n!
nn (x− 3)2n+1 är absolutkonvergent

för x ∈ (3−
√
e, 3 +

√
e) och divergerar för övrigt.

Svar: Absolutkonvergens för x ∈ (3−
√
e, 3 +

√
e) och

divergens för x ∈ (−∞, 3−
√
e] ∪ [3 +

√
e,∞)

6. Avgör för vilka a ∈ R som

lim
(x,y)→(0,a)

sinxy

x

existerar samt beräkna gränsvärdet i dessa fall.

(5p)

Lösning: Sätt f(x, y) = sinxy
x . Funktionen f(x, y) är definierad för (x, y) ∈ R2\y−axeln.

För x 6= 0 gäller

f(x, y) = y · sinxy

xy
.

Fixera godtyckligt a ∈ R. D̊a
(x, y)→ (0, a)

gäller
xy → 0.

(Observera att d̊a y → a är y begränsad) Eftersom

lim
t→0

sin t

t
= 1

gäller enligt gränsvärdesreglerna att

lim
(x,y)→(0,a)

sinxy

x
= a.

Svar: Gränsvärdet existerar för alla reella tal a och är lika med a



7. Formulera och bevisa fixpunktssatsen.

(6p)

Lösning: Se D p̊a kurshemsidan.

8. Antag att (an)∞n=1 och (bn)∞n=1 är begränsade talföjder.

(a) Visa att om limn→∞ an = a (dvs talföljden (an)∞n=1 konvergerar) s̊a gäller

lim sup
n→∞

(an + bn) = a+ lim sup
n→∞

bn

(b) Avgör om
lim sup
n→∞

(an + bn) = lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn

gäller för alla begränsade talföljder (an)∞n=1 och (bn)∞n=1.

(3+4p)

Lösning: Antag att (an)∞n=1 och (bn)∞n=1 är begränsade talföjder.

(a) Antag att limn→∞ an = a. Sätt cn = an + bn för n = 1, 2, 3, . . . D̊a (cn)∞n=1 är en
begränsad talföjd gäller att lim supn→∞ cn ∈ R. Ska visa att

lim sup
n→∞

cn = a+ lim sup
n→∞

bn.

Fixera godtyckligt ε > 0. Eftersom limn→∞ an = a finns N s̊adant att

a− ε < an < a+ ε alla n ≥ N.

D̊a gäller för n ≥ N att

a+ sup{bk : k ≥ n} − ε < sup{ck : k ≥ n} < a+ sup{bk : k ≥ n}+ ε.

Följdaktligen gäller d̊a n→∞ att

a+ lim sup
n→∞

bn − ε ≤ lim sup
n→∞

cn ≤ a+ lim sup
n→∞

bn + ε.

D̊a ε > 0 godtyckligt följer

lim sup
n→∞

cn = a+ lim sup
n→∞

bn.

(b) Likheten
lim sup
n→∞

(an + bn) = lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn

gäller ej allmänt. Sätt t ex för positiva heltal n

an =

{
1 n udda heltal
0 annars



och

bn =

{
0 n udda heltal
1 annars

D̊a gäller
lim sup
n→∞

an = lim sup
n→∞

bn = 1

och
lim sup
n→∞

(an + bn) = 1.


