Kortkort om distributioner

For att beskriva vissa fysikaliska fenomen (punktladdning, stét, dipol...) maste vi utvidga
funktionsbegreppet: hittills har det varit s héar: man kénner en funktion f, om man kanner ala
funktionsvérden f(t). Men man kan se en funktion &ven som en ”operator”: man kénner f om man
vet "vad f gor med entillrackligt stor méngd av andra funktioner”, sak. " testfunktioner”, fysikalist:
man kanner ett fysikaliskt fenomen om man kanner utgangen (méatresultatet) vid tillrackligt manga
experiment. Det ger nya, sak. " generaliserade funktioner”, och det skall vi nu beskriva. Ett utmérkt
val av testfunktioner (helt tillrackligt for det vi behdver) ar

DEFINITION
S={0:R — R:®& C”, d ochaladessderivator avtar exponentiellt »

(ett annat bra val vore ala C*-funktioner som &r 0 utanfér en kompakt mangd).
Dagdler for alakontinuerliga funktioner f,g :

[ fhotydt = [ gtyd(t)dt fordlad e S =f=g.

Men da har vi redan dlt: S &r ju ett linjart rum, och ser vi f som den linjaratillordningS — C

som ordnar till en testfunktion @ talet j f(t)d(t)dt (et "viktat medelvarde’), sdser vi f somen

"distribution”:
DEFINITION
Enlinjar avbildning f: S — C kalasDISTRIBUTION.

De viktigaste ex. & (det redan kénda: " varje funktion”, och det nya: Diracs 6-puls):

HUVUDEXEMPEL
1) Varje styckvis kontinuerlig funktion f ger upphov till ("kan ses som”) en distribution

Ti 1 S — C somdefinierasgenom Ti(®) = [ f(t)d(t)dt.
2) DIRACSDELTA FUNKTION 6 :S — C déf?nierasgenom&(q)) = ®(0)
("evauering”, vél det dlra enklaste?!).

Observeraatt Ty & valdefinierad (integralen & konvergent for testfunktioner @) och linjar (ty
integral), o ar Ilnjarty 5(01(131 +Cz(I)2) = Cl(Dl(O) +Czq)2(0) = 015((131) +Cz5(q)2).
Distributionernaii ex.1 kallas "reguljara’, de star modell fér allt vi gor med distributioner:

For det forsta skriver vi f(®) som brukligt for linjéra operartorer (och smart) som ” skalérprodukt”
(f | @), ty sAfunkar det (linj&r i varjebfaktor). Vart viktigaste linjararum ar

Lo(a,b) = {f [a,b] » R, [|f||? = jfz(t)dt konvergent} med skal arprodukten
a

b b
19 = j f(t)g(t)dt (for reellvardafkt, annars j f(t)g(t)dt ). Och eftersom denna skal&rprodukt

a a
ges av en integral sa skriver man skaldrprodukten som en integral &veni det allméannafallet, ty den
funkar precis sa (&r alltsa | &ttast att rékna med s3, reglernakommer man ihdg enkelt som
"integrerinsregler”). Allts3, f.o.m. nu skriver vi helt obesvérat

f(®) =(f | D)= jf(t)cD(t)dt for godt. distributioner, alltsa aven for §.
Vi skapar nyadistri_guti oner (tank alltid pareguljaradistributioner Ty !):



DEFINITION

For endistribution f: S — C definieras distributionen

1) f; genom (fr | @) = (f | ®_7) (komihag: fr(t) = f(t—T))

2) T genom (f | @) =(f | ®) (viskriver har f(t) = f(-t))

3)f genom (' | ®) =—(f | @)

4) Yf genom (¥f | @) =(f | Y®) (for testfkt V', utvidgas sedan till kontin. V)
5) T genom (T | @) = <f | ﬁS> (vettigt,ty fe S of € S).

Kollamed reguljéra distributioner rimligheten av dessa definitioner, t. eX. for derivatan av en
distribution: (f' | @) = j f'(O)D(t)dt = [partint.] = [f(H)D(1)]~, j fD'(t)dt = 0—(f | @'Y;

hér ser du igen det fina med vara testfunktioner: f(t)®(t) -~ 0dat - +oo!
Det anmérkningsvérda &r, att vi i distributionsmening kan derivera funktioner som [x|, x ™" (¢
reguljdra distributioner!)...Vi sammanstéller nu egenskaper for 6:

SATS
1) T o(X)f(x)dx = f(0), f(x)o(x) = f(0)6(x) om f & kontinuerligi O.
2) _’;(—x) =0(X), 6(X) =0 for x = 0 (som en funktion!);
detta tillsammans med Ojo o(x)dx = 1visar att 6 € & en funktion!!!

—00

. ) B ) _ ] f(@,omA<a<B
3) J’5(x—a)f(x)dx = f(a), I S(x — a)f(x)dx = { 0, oma ¢ [A B]

OBS: nonsensom a € {A, B}l
40 =.
5) ¢'(—x) = =6'(x).
6) 6 =1, sgn(t)Dj.

bevis
4) Vi skall visaatt for alatestfunktioner @ géleratt (0' | @) = (5 | ®):
(0 | @) = [definition] = (0 | @) =— [ OX)D (X)dx = — [ D (X)X = —[@(X)]5 =
—0 0

[Iim D(X) = o,tymartestfunktion] —04+D0)=(5 | D) v

X—00

6) Vi skall visaatt for allatestfunktioner @ galeratt (5 | @) = (1 | @) :
(8 | @) = [aefinition] = (5 | &) = B(0) = jcb(x)dx: 1] @) v

f(t) = sgn(t) = 20(t) -1 = f'(t) = 26(t) o jof (o) = 2; regel 13 sid A3 : 02 ger
at f(o) = —+c5(a)) men eftersom f & udda, s& & aen f udda, alltsd c = 0.vsv

Anmaérkning:
& beskriver en MONOPOL, —5' beskriver en DIPOL,... (-1)"5™ beskriver en 2"-IPOL i 0.
T.ex. for en dipol: punktladdningar g och —q i avstandet h har dipolmomentet gh = 1 med q = %
La nu h gamot 0 safasformellt (och helt korrekt i distributionsmening):
lim (46(0) + (-q)5(h)) =lim 2220 — 5"

h-0

h-0



