
1 Kortkort om distributioner

Förattbeskrivavissafysikaliskafenomen(punktladdning,stöt,dipol...) måstevi utvidga
funktionsbegreppet:
Hittills har det varit så här: man känneren funktion

�
, om man känneralla

funktionsvärden
�������

. Men mankanseenfunktion ävensomen”operator”: mankänner�
om manvet ”vad

�
gör meden tillräckligt stormängdav andrafunktioner”, såk.

”testfunktioner”,fysikalist: mankännerett fysikaliskt fenomenom mankännerutgången
(mätresultatet)vid tillräckligt mångaexperiment. Det ger nya, såk. ”generaliserade
funktioner”,ochdetskall vi nubeskriva:
Ett utmärktval av testfunktioner(helt tillräckligt för detvi behöver)är

1.1 DEFINITION�	��

���
�������
:
�

är ��� ,
�

ochalladessderivatoravtarexponentiellt �
(ettannatbraval vorealla ��� -funktionersomär 0 utanförenbegränsadmängd).
Dågällerför allakontinuertligafunktioner

����� ���� � ������� � �����! "� � ��� � �#����� � �$���! %� för alla
��&'�)( �+*,�

.

Men dåharvi redanallt:
�

är ju ett linjärt rum,ochservi
�

somdenlinjära tillordning�-���/.
somordnartill en testfunktion

�
(detkomplexa) talet

��� � ������� � �����! "� (ett

”viktat medelvärde”),såservi
�

somen”distribution”:

1.2 DEFINITION

En linjär avbildning
� �0�-�1�/.

kallasDISTRIBUTION.

Deviktigasteex. är (detredankända:”varjefunktion”, ochdetnya: Diracs 2 -puls):

1.3 HUVUDEXEMPEL

1) Varjestyckviskontinuerligfunktion
�

gerupphov till (”kan sessom”)endistribution3546�7�8�1�/.
somdefinierasgenom

354 � � � � ��� � �9����� � �����! "�;:
2) DIRACS DELTA FUNKTION 2 �<�8�<�/.

definierasgenom2 � � � �=� �$>0�
(”evaluering”,väl detallraenklaste?!!).

Observeraatt
3 4

är väldefinierad(integralenär konvergentför testfunktioner
�

) ochlinjär
(ty integral), 2 är linjär ty 2 �$?A@ � @CBD?FE �HG � � ?A@ � @I�$>0�JB'?KE � EC�$>0� � ?A@ 2 � � @K�JBL?KE 2 � � EA� .
Distributionernai ex.1 kallas”reguljära”,destårmodellför allt vi görmeddistributioner:
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För det förstaskriver vi
��� � �

sombrukligt för linjära operartorer(och smart)som
”skalärprodukt” M �ON �HP � ty såfunkardet(linjär i varjefaktor). Kom ihågvårt viktigaste

linjära rum Q EC��R1�TSK� �VU � ��W � W E �YX� Z � E �$���! %�
konvergent[ medskalärproduktM �ON\� P]� X� Z �9�����0�^�$���J "�

(för reellvärdafkt, annars
X� Z ������� �^�$���� %�

). Ocheftersomdenna

skalärproduktgesav enintegral såskriver manskalärproduktensomenintegral äveni det
allmännafallet, ty denfunkarprecisså(är alltsålättastatt räknamedså,reglernakommer
manihågenkelt som”integrerinsregler”). Alltså, f.o.m. nuskrivervi heltobesvärat��� � � � M �ON �HPC� ��� � ������� � �$���! "� för godt.distributioner, alltsåävenför 2 .
Vi skaparnyadistributioner(tänkalltid påreguljäradistributioner

3_4
!):

1.4 DEFINITION

Förendistribution
� �0�-���/.

definierasdistributionen
1)
�a`

genom M �a`DN �HPb� M �ON � � ` P (komihåg:
�
`c����� � �9��� �O3 �

)

2) d� genom e�d�fN �^gh� e �ON d�^g (vi skriverhär d���$��� � �9� � ��� )
3)
�<i

genom M �<ijN �HPC�k� M �ON � i P
4) l � genom Mml �fN �HPC� M �ON l �HP (för testfkt l � utvidgassedantill kontin. l )

5) n� genom e n�ON � g � e �fN n� g (vettigt,ty
� &o�qpsr tI&o�

).

Kolla med reguljära distributioner rimlighetenav dessadefinitioner, t.ex. för

derivatanav en distribution: M �<ijN �HPu� ��� � �<i"����� � �����J %� �wv
part.int.x �v ���$��� � �$��� x � � � � ��� � ���$��� � i%�����J %� � > � M �LN � i P ; här serdu igen det fina med

våratestfunktioner:
���$��� � ����� � >

då
� �zy�{

!
Detanmärkningsvärdaär, att vi i distributionsmeningkanderiverafunktionersom

N |}N
,
| ��~

(ej reguljäradistributioner!)...Vi sammanställernuegenskaperför 2 :
1.5 SATS

1)
��� � 2 ��|������$|��� %| � ���$>"� , �9��|�� 2 �$|�� � �9��>"� 2 �$|�� om

�
ärkontinuerligi 0.

2) 2 � � |<� � 2 ��|<�_� 2 ��|<� � > för
|��� >

(somenfunktion!);

dettatillsammansmed
��� � 2 ��|<�J "| �k� visaratt 2 ej ärenfunktion!!!

3)
��� � 2 ��| � R!�J����|<�J "| � ����R7�_����� 2 �$| � R!�J����|��! "| �-� ���$R!� , om �k� R ���>��

om
RO�&�v � � ��x

OBS:nonsensom
R &f
 � � �h� !
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4) �%� � 2 .
5) 2 i � � |�� �q� 2 i �$|��_:
6) n2 ��� , � �0�h�$����� E��� .

bevis

4) Vi skall visaatt för alla testfunktioner
�

gälleratt e � � N � g � M$2 N �HP :e7�%� N �^g'��v �!�K�1�J�������"� x � � e0� N � � gO�s� ��� � � �$|<� � � �$|��J "| � � ��¡ � � ��|<�! %| ���v � �$|�� x �¡ �¢5£ �¥¤¦¨§ � � �$|�� � >J� ty � är testfunktion© �ª� >cB � ��>"� � M$2 N �HP vsv

6) Vi skall visaatt för alla testfunktioner
�

gälleratt ea« 2 N � g � M � N �HPH�ea« 2 N �^g¬�kv �!�K�1�J�������"� x � e72 N «�^g¬� «� �$>0� � ��� � � �$|��� %| � M � N �HP vsv������� � � �7�h�­��� �qG � �$��� �,�®�5( � � ����� ��G 2 �$���]��¯
° «���­°±� �kG ; ² �A³%� £ �A´bµ��¶�J·¸´¹� > G ger
att «�9��°±� � E��� Bu? 2 ��°b�<º meneftersom

�
är udda,såär även «� udda,alltså

? � >
. vsv

Anmärkning:2 beskriverenMONOPOL, 2 i beskriverenDIPOL,...
� ��� � ~ 20» ~
¼ beskriveren

G ~ -IPOL i

0.
T.ex. för endipol: punktladdningar½ och

� ½ i avståndet ¾ hardipolmomentet½
¾ �s�
med ½ � @¿ . Låt nu ¾ gåmot 0 såfåsformellt (ochhelt korrekt i distributionsmening):£ �¥¤¿ § ¡ � ½a2 ��>0�5BÀ� � ½ � 2 � ¾ ��� � £ �¥¤¿ § ¡¹Á » ¡ ¼Â� Á » ¿ ¼¿ ��� 2 i !
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