1 Kortkort om distributioner

For attbeskrivavissafysikaliskafenomen(punktladdningst6t,dipol...) mastevi utvidga
funktionsbgreppet:
Hittills har det varit s& har: man kanneren funktion f, om mankanneralla
funktionsvardeny (t). Men mankanseenfunktion &vensomen”operator”: mankanner
f ommanvet’vad f gormedentillrackligt stormangdav andrafunktioner”, sak.
“testfunktioner” fysikalist: mankannerett fysikaliskt fenomenom mankannerutgangen
(métresultatetyid tillrackligt mangaexperiment. Det ger nya, sak. "generaliserade
funktioner”,ochdetskall vi nubeskrva:
Ett utmarktval av testfunktionei(helttillrackligt for detvi behower) ar

1.1 DEFINITION

G ={®: R — R:darC>, ¢ ochalladessderivatoravtar exponentiellt}
(ettannatbraval vorealla C>°-funktionersomar O utanférenbegrédnsadnéngd).
Dagallerfor allakontinuertligafunktioner f, g :

T FO®@Wdt= [ g)®(@B)dt forallad e &= f=g.

Mendaharvi redanallt: & arju ettlinjart rum,ochservi f somdenlinjaratillordning

& — ¢ somordnartill entestfunktion® (detkomplexa)talet [ f(t) ® (t)dt (ett

"viktat medelvarde”)saservi f somen”distribution”:
1.2 DEFINITION

Enlinjéar avbildning f:& — ¢ KkallasDISTRIBUTION.

Deviktigasteex. ar (detredankanda:"varjefunktion”, ochdetnya: Diracsd-puls):

1.3 HUVUDEXEMPEL

1) Varjestyckviskontinuerligfunktion f gerupphor till ("kan sessom”) endistribution
Ty : & — € somdefinieraggenom Ty (®) = [ f(t) ® (¢) dt.

2) DIRACS DELTA FUNKTION § : & — ¢ definierasgenom) (&) = & (0)
("evaluering”,val detallraenklaste?!!).

Obsereraatt Ty arvaldefinieradintegralenar korvergentfor testfunktionei®) ochlinjéar
(ty integral), 6 &rlinjarty 6 (c1®1 + c2®2) = ¢1®1 (0) + c2P2 (0) = €10 (P1) + 26 (P2).
Distributionerna ex.1 kallas”reguljara”, destarmodellfor allt vi gér meddistributioner:
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For detforstaskrivervi  f (®) sombrukligt for linjara operartorei(och smart)som
"skalarprodukt™(f | ®), ty séfunkardet(linjar i varjefaktor). Komihagvartviktigaste

linjararum Ly (a,b) = { 7P —ff2 t)dt korwergent} med skalarprodukt

(f19) ff t) dt (for reellvardafkt, annarsff g (t)dt ). Ocheftersomdenna

skalarprodukgesav enintegral saskriver manskalarproduktelsomen integral Aveni det
allmannafallet, ty denfunkarprecissa(ar alltsalattastatt raknamedsa, reglernakommer
manlhagenleltsom mtegrermsr@ler) Allts3, f.0.m. nuskrivervi heltobesvarat

F(®)=(f]®) f f(t)®(t)dt forgodt.distributioner alltsdavenfor 4.
Vi skapamyad|str|mt|oner(tankalltid pareguljaradistributionerT’ !):

1.4 DEFINITION

Forendistribution f: & — ¢ definieradistributionen
1) fr genom (fr | ®) = (f | ®_r) (komihadg: fr (t) = f(t —T))
2) f genom <f | <I>> = <f | <I>> (vi skriverhar f(t) = f(—t))

3) f' genom (f'|®)=—(f]|¥)
4) ¥f genom (Uf | ®)=(f| ¥P) (fortestfkt¥, utvidgassedartill kontin. ¥)

5) f genom <f| <1>> - <f | <i>> (vettighty fe 6 &Fe6).
Kolla med reguljaradistributioner rimlighetenav dessadefinitioner t.ex. for
dervatanav en distribution: (f' | &) = f fr@)®(t)dt = [partint] =

[f(t)® - f f (@) ® (t)dt = 0 — (f | ®'); harserdu igen detfina med

varatestfunkhonerf( )@ ( ) — 0dat — +oo!
Detanmarkningsvérdar, attvi i distributionsmenindanderiverafunktionersom|z|, z~
(ej reguljaradistributioner!)...M sammanstéllemu egenskapefor §:
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1) f §(z) f(z)dz = f(0), f(z)d(x) = f(0)d(x) om f arkontinuerligi 0.
2)6(—1:) = 6(m), d(xz) =0 for z # 0 (somenfunktion!);

dettatilsammansned [ §(z)dz = 1 visaratt § ejarenfunktion!!!
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5) &' (—2) = —3' (x).
6) 6=1,sgn(t) D% .

Jw
bevis
4) Vi skallvisaattfor allatestfunktioner ® gélleratt <0' | <I>> ={(0|9D):

(6| ) = [definition] = — (6| #') = — [ 6(2)® (@)de = — [ & (2)dr =
—0o0 0
@ (@) =
[nm @ (z) :O,tyéartestfunktior] = 0+3(0) = (5|®) vsv
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6) Vi skallvisaattfor allatestfunktioner ® galleratt <3 | <1>> =(1]|®):
<2§| <1>> = [definition] = <5 | <1>> = [ e@dr=(1]®) vy

f (@) =sgn(t) =
attf (w )= 4 +e

Anmarkning:
§ beskrzerenMONOPOL, &' beskri/erenDIPOL,...(—1)”5(") beskrireren 2™-IPOL i

0.
T.ex. for en dipol: punktladdningag och —q i avstandeth hardipolmomentetgh = 1

med g = E Latnu A gamot 0 safasformellt (ochheltkorrekti distributionsmening):

. _ 5(0)=8(h) _ _ g
lim (g6 (0) + (—q) & () =Jim ZOZ0E — g

20(t)— 1= f (t) =26(t) D jwf (w) = 2;regel 13sidA3 : 02 ger
d (w) ; meneftersomf arudda,saaravenf uddaalltsd ¢ = 0. vsv



