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DEFINITION
Operatorn D: S-S kallas FORDROJNINGS- (eller SKIFT-) OPERATOR

x(n)—x(n-1)
("delay”). Viskriver D> =DoD osv., alltsd forN ON :

p*x(r) = {n- N)= () ochD"x(n)= x(n+ N)= x,,( 1.

ANMARKNING
Ar x,y sekvenseriS och c ett komplext tal sd acx+ y och xy sekvenser$

((ex+y)(n=c N+ ¢ noch( x)( h= & )N (v)n). Det forsta sager:

Sar ett linjart rum.

00

Sekvensernd, bildar en bas for detta rumx =y x(k)3, for varje x0'S,
k=-co

T.ex.ar 0= Zék :
=0

Operationer p&S askadliggors i blockdiagram:

x(n) —m»o—  Multiplikation med tal: x(n)%cx(n)»

Fordrojning

Addition:

x(n)— D —x(n-1)—»

2. Z-TRANSFORM

Det viktigaste verktyget for undersokningen av diskreta signaler och ffa av diskreta
filter »7S— S ar (som i det tidskontinuerliga fallet) en transformation, namligen:

DEFINITION
zZTRANSFORMEN till en sekvens 0 S definieras somX(z) = z (nz".

n=-o0

Aven nu skriver vi x 0 X for ”"x harztransformenX” resp
X O x for "X arz-transformen till x".

ANMARKNING

Om x(n) =0 for n<0 sa ar z-transformen tik en potensseried. Om den konver-
gerar i nagon punktz, sa konvergerar den{iz: |z| > | zo|} och ar déar en analytisk

funktion; jamfér med Laplace-transformation (analytisk i ett halvtaez> o).

| allméanhet ar konvergensomradet en cirkelring. Det behandlas i "analytiska funk-
tioner” ("Laurent-serier”). Vi gor det (an sa lange) enkelt for oss: Vi betraktar bara
sekvenserx som har en z-transforiX (dvs D, # [0 ) men vi studerar inte vilka det

ar. Det ar klart i varje konkret fall, t.ex. &(n)= € ej med.
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F.o.m. nu inskréanker vi oss dock pa "sekvenser med nedat begransat stod" och det
racker gott for tillampningarna:

DEFINITION ("right sided sequences”)

SS:{X 0S: det finns ettM  s& att(n) =0 for n< M}.

ANMARKNING
1) Avenztransformationen &r injektiv, dvs fox,y S galler:
Om x 0O X,yOY och X(2)=Y(z) forrg<|g<r, sdarx=y.

2) Den inversa transformationen kan explicit anges (som kurvintegral i det komplexa
planet, "anal.fkt”), men vi réknar m.h.a. formelsamlingen, som vi skapar nedan.

3) En signal x(t) = 2x( n)3(t-n) har LaplacetransformenX(s) = 2 X n e

n=

och det &r lika med z-transformen a{n)e(n) med z= &°!

EXEMPEL
501, e0—% .
z-1

bev:3(n) O ié(n) z" =1ty 5(0)=1ochd(n)=0 férmz 0 och

n=-—oo

G(n) H ie(n) z" = Z(&)n = 1_12_1 = zfl (geom. serie, konvergent ¢ >1).

n=-—oo

SATS (regler foz-transformation). Forx,x;,x, 1S, c#0, ¢;,c, OC gaéller:

1) ¢, x,+c,x, 0c X+ ¢ X (linearitet). xO X, x OX,x 0O X)
2) D"xOz " X(2 (NOz, fordrojningsregel).

3) c¢"x(n)O X(2) (dampningsregel).

4) (n-1)x(n-1)0-X'(2 (deriveringsregel).

o0

bev: 1) ¢, x, (n)+ ¢ x (N0 z(q x(p+ cx( ) 2=

n=-o0

ey xu(z ey x() 7= e x( £ X )2

2) D"x()=x(-N)D 3 x-N)"= 3 xln- N} 0NN =[k=n-N

=z ix(k) zZ¥=2z" X L

Kk=—c0

n=-—oo

0]

3) c"x(n) O z (c”x(n))z_” = ix(n)(f)_n =X (%) :

n=-oo n
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5 X(=3 (Qz*0 X( ;:ki kK- k 27 =[k+1=n]

k=—c0

:—an x(n-)z"0-(n-2) X 9. VSV

n=—oco

Anvand 2) och 3) p® 01 och 602 safardu:
EXEMPEL

a) 5, 02" b) ¢6(n) O zTZc c)nc'®(n) O

bev. avc): 2) och 4) gemx(n) O -zx( 2, alltsé nd(n) O _2(14,%) __z

Y4

och 3) ger da ajtng(no-——— = VsV

(z-1)° (z-9°

EXEMPEL

Z2

(-1 (z-2)
l6sn: @)(27" +n3")e(n) 02 + 2 _ 22, 3 _ 18°-6Z-2z
z=; (z-3)" 2271 (3z-1)° 182°-217+8z 1

(t&nk: hur skulle du inverstransformera detta??)

z 5 0 -3(n)+2"8(n)=2"6(n-1)

a) z-tranformera(Z'n +n3‘”)6(n) b) Inverstranformerazf— resp

. 2
a) Antingen —— =-
) 9 z—2 1+z

” 2 - -1 VA n — 9n _ .
eller —So=et 02D(2"6(n))=2"6(n- 3

2 [l

z =70 z r| A B C —22 -z | 2z 0
-0 (=2 Y- el -y 22 21 oy 22

[ -28(n) - n8(n)+ 2"6(1).
Aven i det diskreta fallet ar den viktigaste operationen faltningen:

DEFINITION
FALTNINGEN x[Oy mellan tva sekvensek,y[]Ss definieras genom

00

xOy(n)= Z x(K)y(n-k) (hDz).

K=—00

ANMARKNING
1) ny Z )( k r) ar en "viktad summa” ak-fordrojda y (x(k) ar vikter).

k=—00
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2) For sekvenser finns det ytterligare en finfin motivering fér denna produkt:
multiplicera tva polynom eller tva potensserier:

Zakxk[ibn)(“: %Q"'(%?"‘ q@) *( ab+ ap 9@)2)6----
+(a0bn+a1b]_l+ ab,+--+a,b+ g, b+ @@ ...
=Za"b””’

alltsa ;a X" DZQHX“ Z aan >2 ("Cauchy-produkten” av potensserier).

SATS

Faltningen O &r en kommutativ produkt p&s med ettand, dvs:
for x,y,zOS_, aldC galler:

rs?

1) xOy=yOxOS,

2) xOy02)=(x0ydz
3) xdy+2)=xdy Xz
4) (ax)Oy=a(xdy)

5) x[B=00x= X

bev:

—00

KOy)= 3 i hln-K)=[n-k=mi= 3 x(n-mhym)= 3 ylmxn-m)=y ().

k=—c0 m=oo m=-o
xOyOdS, ty om x(n)=0 fér n<M,,y(n)=0 fér n<M, sd &ar xOy(n)=
n-M
=8(n-M,-M,) sz(k)y(n —k) (konvergent och = 0 fi<M;+M,, verifiera detta)
k=M,

Darmed &r 1) visat. 5) fas direkk3(n Z x(K)S(m- K= X 1.

[igen: x = ix(k)i‘)k I]. Visa 2), 3), och 4) sjalv.

k=—0c0

n
OBS: beviset ovan gexy(n)=6(n) ) x(k)y(n—k) om x(n)=y(n)=0 for n<0.
K=0
Fordrojning kan uttryckas m.h.a. faltning:

SATS
DNx=x08y (NOZ, xOS).

bev: (B, :Z N- K= e N.
{2,3:&::&

Och nuz-transformationens jamte linearitet viktigaste egenskap: Den omvandlar den
sa viktiga men ack sa svarhanterliga faltningen till en vanlig multiplikation:



