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Losningar till tenta i TMV036/TMV035 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf,
del A.
1. Sats Ange geometriska beviset till gransvirdet lim,_,q <Smxﬂ> =1. (6p)

2. Gréansviirde och kontinuitet. 1) Ange definition for en funktion kontinuerlig i
en inre punkt pa definitionsintervall.

2) Betrakta foljande funktion:

fay=4 @ + )T for 0 <z < 0.25
exp(z) for -0.25 <z <0

Bestdm om f &r kontinuerlig i origo eller inte och ange ett fullstéindigt bevis. (6p)

En funktion f &r kontinuerlig i en inre punkt a pa ett intervall om grénsvirdet
lim, ., f(z) existerar och lim, ., f(x) = f(a)

Vi beriiknar hogergrinsvirdet i origo: 1iI(I)1+ = 111%1+ (1+ .T)l/ “. Det &r indefinit form
av typ (1), Sidana grinsvirden 16sas med att betrakta In(f(x)).

1
In <(1 + x)l/m) =1In(1+ax). hr(I]1+ —In(1+2) =lim,op = (2+0(2?)) = lim, o4 (1+
Tr— i
O(x)) = 1.
Detta medfor att lim, o, (1 + x)l/x = exp ( lim,_,oIn ((1 + x)l/x>> =e.

Vinstergriansvirde ér lim, o f(z) = lim,_o_ exp(z) = 1.
Detta medfor att grinsvirdet lim, .o f(z) existerar inte i origo och funktionen f &r
inte kontinuerlig i origo.

3. Derivering. Berikna derivatan av funktionen

_In(1-v7)

fo) = —a—s
i (1= V) = gt T 0% = s (4p)
A (- VD) _ (i) VO -0n0-v2)) (- 75

dr (1—a3) - (1—a?)

4. TillAmpning av derivator. Betrakta funktionen :

(2) = S8x — 1222 + 423, for 0 < x < 2
g\r) = 3x+4x? 4+ 23, for —3<2<0
definierad pa intervallet [—2, 3]. Bestdm punkter dér funktionen inte &r kontin-

uerlig, singuldra punkter, lokala extrempunkter, absolut maximum och absolut min-
imum pa det intervallet (om de existerar). (6p)



Bestém bojningspunkter (inflection points), och de intervall dér funktionen &r vixande,
avtagande, konkav uppat och konkav nerat. Rita en skiss av grafen till funktionen.

(4p)

Vi observerar att lim, o g(x) = lim, - g(z) = g(z). Detta medfor att g &r
kontinuerlig i origo och i hela slutna definitionsintervallet. Det maste da anta sina
absoluta maximum och minimum.

Berikna derivatan av g utnfor origo:

{ 4322 -6z +2), for0 <z <2

V3+1
8z +322+3), for —3<x <0’ -

V3

Kritiska punkter dir -Lg(z) = 0 &r rotter till (3z% — 6z +2) for 0 < = < 2 och
rotter till (8z + 32% + 3) for —3 <z < 0.

Rotter till (322 — 62 +2) &r #; = V34 1 och x5 = 1 — 3v/3 som bada hor till
intervallet 0 < z < 2. Rotter till (8x + 322 + 3) &r x5 = %ﬁ—% och z4 = —% 7—%
som bada hot till intervallet —3 < x < 0. g har fyra kritiska punkter: zi, zs, x3,

x4. De stér pé reella axeln i foljande ordning: (z4, x5, 2, 71).

Lg(z) = roots:

— Wi
W=

Vinsterderivata i origo dr 2 och hogerderivata i origo dr 3. Origo dr en singulér
punkt till g.

Origo #r inte en lokal extrempunkt eftersom vinster och hoger derivatan har samma
tecken.

L o(z) = 12(x —x9) (x — 1), for0 <oz <2

d 3(x—xy)(x—a3), for —3<2<0

P2 L4322 —6x+2) =24(x — 1), for 0 <z <2
az9(@) = ¢ "

do? L (8x4 322 +3) =6(z+4/3), for —3<2<0
x¢ = 1 dr nollstéllen till ¢"(z).

x5 = —4/3, och

Vi introducerar tva tabeller dir vi sammanstéller derivatans egenskaper och funk-
tions beteende.

T T4 T3 0 Ty T

f 7 lokmax. , lokmin.  kont.  lokmax Y, lok.min.

>0 0 <0 0 >0 sing. >0 0 <0 0 >0

x x5 = —4/3 0 T =1

[ konkav ner. bojningsp. konkav upp. sing.punkt konk. ner. bojningsp. konkav upp.
<0 0 >0 sing.punkt <0 0 > 0



-25 -1.2 0 1.25 25

5. Taylors polynom. Approximera funktionen: f(z) = v/1 + 2 med Taylors polynom
av grad 2 runt punkten a = 0 med felterm pa Lagranges form. Uppskatta hur stor
ar feltermen i fall z = 0, 1. (6p)

f@) = fa) + f(a)(x —a) + 3 /"(a)(w — a)* + 5" (x — a)?
& (VIF7) = o= =
WVIT) = (R =

=0
j—z (Vi+z)=2(+ 1)_5/2

Vitz=1+30— 322+ Wm feltermen R(s) = WQJ?’
For x =0, 1.
V142 =1+0.05—-(0.01) % WQ 001 =1.0488 + R
Dir 0 < R < R(0) = £50.001 = 6.25 x 107 eftersom R(s) &r avtagande funktion
pé intervallet (0,0.1
In(1 2
6. Gransvirde. Berikna griansvirdet:lim In(l+a7) (6p)
z—0 \ 1 — cos(3z)

Du far anviinda I’Hopitals regel eller Taylors polynom.

. n x2 . z24+0(z? . 2240 (z? . O(z2
fim, - (f—(ci@x))) = lims—o (1—(1—5@x>(2+)o<x4)>> = limz—o (Wﬁo@») = lims—o (+13++T(<z2)>>> -

2/9

7. Geometri i rummet. Skriv en ekvation pa standart form for linjen genom punkten
med koordinater (2, —5,3) och parallell med skéirningslinen av tva givna plan:

2r —y+32—1=0;0ch bx+4y—2—-7=0. (6p)



— 2 — 5
Normalerna Ny = | —1 | och Ny = | 4
3 -1

till givna plan &r vinkelrédta till sokta

then Detta gor att rlktnmgsvektorn V tlll sokta linjen maste vara vinkelréit mot

N1 och N2 Den kan da viljas som V N1>< N2

Standartakvationer till sokta linjen &r da % Tx = U5 — 23

(4p)

Vy Ve
- = 777
> gk LT3 ] > T2
V=det| 2 -1 3 = ¢ det — j det
4 -1 5
5 4 -1 ]
[ —11
— — —
—117 +175 +13k = 17
|13
Linjens ekvationer #r: ’i—_lf = y1—+75 = 21_33 .
Geometri i rummet. Bestdm minimala avstandet mellan tva linjer:
x—7 y—3 z-—9 r—3 y—1 =z-1
= = och = = .
1 2 —1 -7 2 3

Allmént svar: om linjerna har vektorekvationer: T =T 14tV 0ch 7T = T1+tv.

H
Berikna vektorprodukt M = v'; X ¥ s.

- -
— . M
Avstandet blirm d = (71— 772) |

| M]
7 3 1 -7
Ivartfall 7y = | 3 |, To= | 1 |, ¥ 2 |, V=] 2
9 1 -1 3
7T % 8 2
Vi x Vo=det| 1 2 —1 | =4j+16k+8i 4 | =411
-7 2 3 16 4
_ 2
For att gora berdkningar lite kortare, far man ta M = }l(vl X V)= |1
4
7 3
(Tr—To)-M=||3]-]1 — 42
9 1
2
—s
‘M‘: 1||=v22+12+42=21
4
H
‘(71—72)-M‘ 42
d= = =2v21
‘]\7 V21

Tips: Borja 16sa uppgifter frain den som verkar vara littats, ta sedan den

som kinns vara nist lattast o.s.v.
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