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Losningar till tenta i TMV036/TMV035 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf,
del A.

1. Sats.  Ange ett fullstindigt bevis till formeln for derivatan av produkt av tva
funktioner. (4p)

2. Derivering. Berikna derivatan av funktionen
exp (1 + 2%9)
flo) = T2
arcsin (z3)

d (exp (1+ x0-5)> 0.5 (m <arcsin <x%)> PN 7x36x0.5+1>

do \ arcsin (%) ) V71 — 27 arcsin? <x%>
(4p)
3. Tillaimpning av derivator. Betrakta funktionen : = |z| (x — 2)(x — 1) definierad

pa intervallet [ —1, 3 ].

Bestam alla singulira punkter, lokala extrempunkter, absolut maximum och absolut
minimum pa det intervallet (om de existerar). (4p)

Vi betraktar funktionen separat foér x > 0 och z < 0:

z(r—2)(z—1),z>0
g(:c):{ —z(x—2)(x—1),2<0

g () =L (z(x—2)(xz—1)) = 32> — 6z + 2, for z > 0

g () =L (—z(z—2)(x— 1)) = =322+ 62 — 2, for 2 <0

Soker stationdra punkter: 322 — 6z + 2 = 0. Samma ekvation giller for z > 0 och
r < 0. Det finns tva stationéira punkter: z; =1 — \/Lg,xQ = \/Lg +1: 21 >0, 29 > 0.

Funktionen g &r kontinuerlig i origo men vénster derivatan gj,,,(0) = —2 och hoger
derivatan g;ight(O) = 2 i origo &r olika. Det betyder att origo &r en singuldr punkt.
Funktionen har ett lokalt minimum i den punkten.

g"(l’) a2 (x(x i 2)(:5 _ 1)) = 6z — 6, for x >0

T da?
g"(x) = % (—z(x—=2)(x—1)) =6 —6x, for z <0
g" (1) = ¢"(1 — \/%,;) >0, ¢"(x2) = ¢"(1 — \%) < 0. Detta medfor att x; &r ett
lokalt maximum och x5 #r ett lokalt minimum. I endpunkten z = —1, g(—1) = 6.

I endpunkten = = 3, ¢(3) = 3(3 — 2)(3 — 1) = 6. Funktionen har lokala maxima i
dessa punkter eftersom ¢'(—1) = —11 < 0 och ¢'(3) = 11 > 0. De &r ocksa globala

maxima eftersom g(3) > g(1— \/ig) Globalt minimum antas i punkten 1+ \/ig efersom

g(1+ \/%) < 0 och ¢g(0) = 0.

Bestém bojningspunkter (inflection points), och de intervall dér funktionen &r konkav
uppat och konkav nerat. Rita en skiss av grafen till funktionen. (2p)

Funktionen g har en bojningspunkt i punkten x = 1 efterson ¢”(1) = 0 och derivatan
¢' dr kontinuerlig i den punkten. Vi kollar tecken av andra derivatan ¢”. Funktionen
g dr konkav uppat pa intervall [—1,0) och (1, 3] eftersom ¢” > 0 dér. Funktionen g
ar konkav nerat pa intervall [ (0, 1) eftersom ¢” > 0 dér.



2.5]

4. Ange approximation av funktionen f(x) = In(z) i punkten z = 0,9 med Taylors
polynom av grad 2 runt punkten a = 1 och felterm pa Lagranges form. Uppskatta
feltermen. (4p)
Allmén formel &r: f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + 5" (a)(x — a)® + £ /" () (x — a)?,
dér £ ligger mellan x och a.

In'(z) = 1, n"(z) = —%, n"(z) = . In(1) = 0, In'(1) = 1, n"(1) = —1,
In" (1) = 2. Detta medfor att
f(@) =0+ (z—1) = 3(z— 1) + 35(z — a)®. Vilagger mérke till att maximum av

Eis pa intervallet [0.9, 1]

antas i punkten £ = 0.9. Detta medfor att f(0.9) = —0.1 — £(0.1)% + %5%(—0.1)3 =
0.001 1
~0.105 — %011

£(0.9) ~ —0.105 och felet av approximationen dr negativt och dess absolut belopp
ar mindre #n £ 4(0.1)3200 L — 1 ~4 5725 x 10~*

3¢ 3 093 2187
t 3
5. Gréansvirde. Berikna grénsvirdet:lim <ﬂ) (4p)
z—0 \ x — sin(x)

Du far anviinda Taylors utveckling eller I’'Hopitals regel. Tayrorsutveckling av sin
och tan medfor att

tan(x?) = 23 + O(2%), z — 0. och
r—sin(r) =2 — (x — 23/(3!) + O(2%)) = 23/6 + O(2°), z — 0.
Det ar litt att se att
3 3 6 3
i (R N g (2 OGNy (AHOET Y g
2—0 \ x — sin(x) x—0 \ 23/6 + O(x?) =0 \ 1/6 + O(2?)
6. Geometri i rummet. Bestim arean av en triangel i rummet som har hornpunkter
med koordinater: A(—1,2,3), B(5,—3,4), C(2,1,6). (4p)

Vi betecknar med A—B> vektorn mellan punkterna A och B, och A—C>‘ vektorn mellan
punkterna A och C.

—_— —
Triangelns area kan framstillas som Areanapc = % AB x AC ‘
2 —1 3
—
Vektorn AC=| 1| —-| 2 |=|—-1],
6 3 3



5 -1 6

N
Vektorn AB=| -3 | — 2 = | =5
4 3 1
[ 6 g & a
ABx AC=| -1 | x| =5 | =det| 6 =5 1 | =9e; — 15e; — lde;.
3 1 3 -1 3

‘E x A_(f’ — VI F 152 £ 02 = /106 + 225 + 81 = V/502. Areanipe = 0.5v/502.

7. Geometri i rummet. Ange en ekvation for planet som gar genom punkten B med
koordinater: (3;0;5) = (B, By, B.), och #r parallelt med planet x —4y+52z—1 = 0.
(2p)

Bestédm avstandet mellan dessa tva plan. (2p)
_) 1
Det sokta planet maste ha samma normal som det givna planet, d.v.s. N = | —4
5
.
Allméin ekvation pa vektorform for ett plan genom en punkt 7o dr N - (7 — 7¢) =

0, eller
(x —3)—4y+5(z—5) =0.

Avstandet mellan dessa plan dr samma som avstandet mellan punkten B och givna
planet:

d= <Bw—4f|f.«;v+|53z—1> = (B, — 4B, +5B, — 1) /V12+ 42 + 52 =

(3—0+5-5—1)/12+42 + 52 = 27//42.

8. Geometri i rummet. Bestdm for vilka koefficienter B och D linjen definierad av
rT—2y+2—-9=0
3r+By+z2+D=0
Linjen ligger i x — y planet i fall all punkter av linjen har z-koordinaten noll. Vi

loser system ekvationer for z =0 :
r—2y—9=0 r=2y+9 r=2y+9
3t+By+D=0 | 3(2y+9)+By+D=0 | 6y+27T+By+D=0

Vi ser att andra ekvationen uppfylles for alla y bara om D = —27 och B = —6.

ekvationssystemet{ ligger i x -y planet? (4p)

Annan l6sning anviinder geometriska resonemang. Linjens tangentvektor 7 maste
ha z-komponentet 7, = 0.

1 3 —B -2 T
T=|-2|x]| B| = 2 = | 7y |. Viseratt B+6 = 0och B = —6.
1 1 B+6 T,

Ekvationen 6y + 27 + By + D = 0 som ovan medfér att D = —27.

Tips: Borja 16sa uppgifter frain den som verkar vara ldttats, ta sedan den
som kinns vara nist ldttast o.s.v.

Maxpoéng: 34 ; 3: 17; 4: 22; 5: 27



