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Losningar till tenta i TMV036/TMV035 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf, del
A.
1. Sats. Formulera och bevisa feluppskattningen for linjéra approximationen. (6p)

2. Kontinuitet. i) Formulera definitionen pa funktion kontinuerlig i en punkt.

ii) Tva funktioner f och g,dr bada odefinierade i punkten =z = 0:
f(z) = arctan (1) och g(z) = cos (1) In(1 + z).

Bestdm om nagon av dessa funktioner kan utvidgas till punkten x = 0 (d.v.s. om f(0)
eller g(0) kan definieras i punkten = 0) s& att funktionen blir kontinuerlig i den punkten.
I fall det &r mojligt ange hur man kan gora det. (6p)

Funktionen f &r kontinuerlig i punkt a om lim,_,, f(z) = f(a).

lim, o arctan (%) = lim, ,, arctan (y) = 7/2. lim, ,,_ arctan (—) = lim,_,_ arctan (y) =
—m/2. Det visar att grinsvirde lim, ,oarctan (316) saknas och funktionen f kan inte
utvidgas till z = 0.

Funktionen cos (1) &r begrénsad for  # 0: —1 < cos () < 1. Funktionen In(1 + z) har
griansvirde lim, o In(1 + ) = 0.

Det gor att — [In(1 4 z)| < cos (1) In(142) < |In(1 + z)| dér bade lim,_o |In(1 + )| = 0
och lim, o — |In(1 4 z)| och squeeze theorem medfor att lim,_,o cos (2) In(14x) = 0. Man

kan utvidga funktionen ¢ till z = 0 med viirdet g(0) = /0 och fa en funktion kontinuerlig
i origo enligt definition.
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3. Tillampning av derivator. Betrakta funktionen: g(z) = definierad for alla

reella tal forutom = = 1.

Bestiam asymptoter till grafen om de finns. Bestdm singuldra punkter, lokala extrem-
punkter, absolut maximum och absolut minimum om de finns. (6p)

Bestédm de intervall dir funktionen &r viixande, avtagande, bojningspunkter (inflection
points), och de intervall dér funktionen &r konkav uppat och konkav nerat. Rita en skiss
av grafen till funktionen. (4p)
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Vi observerar att lim ————= = 400 och lim —=——= = —o0. Det finns inga
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horisontella asymptoter.
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Vi tester om det finns lutande asymptoter. Beriknar lim = - =0
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Det finns inga lutande asymptoter heller.
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asymptot x = 1 och grafen nérmar sig den linjen néir + — 1+ och x — 1— pa olika sitt:
gar oéindligt uppat fran hoger och odndligt nerat fran viinster av x = 1.

= —00. Detta medfor att det finns en vertikal

Det betyder ocksa att det finss inget absolut maximum och inget absolut minumum hos
funktionen.

Vi beréiknar derivatan av f(x) och soker kritiska punkter
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3 (x—=1)"" 27 (x—2).

Endast rot av forsta derivatan #r kritisk punkt x; = 2.Derivatan ér positiv for x nira 2
och z > 2. Derivatan dr negativ for z néra 2 och z < 2.Forsta derivatans test medfor
att funktionen har ett lokalt minimum f(2) = 25 i den punkten. Det &r inte absolut
minimum enligt tidigare analys. Derivatan ér odefinierad i punkten z5 = 0 som &r singulér
punkt. Derivatan ér positiv for sma positiva x och ér negativ for sma positiva x.Detta
medfor enligt forsta derivatans test att funktionen har ett lokalt maximum f(0) = 0 i
singuldra punkten xy = 0.

Derivatan f’(z) &r positiv for —oco < 2 < 0, negativ for 0 < x < 1, negativ for 1 < z < 2,
positiv for 2 < z < 400. Detta medfor att funktionen vixer for —oo < x < 0, avtagar
for 0 < x < 1, avtagar for 1 < x < 2, viixer for 2 < x < 4o00.

Berdknar andra derivatan:
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Andra derivatan ér odefinierad i x = 0.
Vi soker rotter av andra derivatan som #r rotter till polynom a2 — 42 + 1. Det har rotter:
w3:2—\/§,x4:2+\/§.

Andra derivatan f”(x) #ir positiv for —co < x < 0, positiv for 0 < x < 2 — /3, negativ
for 2 — V3 <ax <1,

positiv for 1 < z < 2++/3 , negativ for 2++/3 < 2 < 4-00. Detta medfor att f #ir konkav
uppat for —oo < x < 0, konkav uppat for

0 <z <2 — /3, konkav nedat for 2 — v/3 < = < 1, konkav uppét for 1 < z < 2+ /3,
konkav nedat for 2 + /3 < r < +oo.

Andra derivatan byter tecknet i punkter 2+ V3ochi2— \/g, och forsta derivatan existerar
i dessa punkter sa det finns tangent till

grafer; i x3 och i x4 och funktionen har bojningspunkter i x3 och i x4. Grafen till f(x) =
3 X
3( f(—zl) ar




4. Taylors polynom. Betrakta funktionen f(x) = sin(w/3 4+ x) och dess approximation
med Taylors polynom av grad tva for = 0, 1. Uppskatta feltermen pa Lagranges form
for den approximationen och ange intervallet dér virdet sin(7/3 + 0, 1) maste ligga enligt
dessa uppskattningar. (6p)

Taylors polynom approximerar en funktion nér apunkt a pa féljande sétt:

f(x) = f(a)+ f'(a)(x —a) + @(w —a)? + Ey(x), med feltermen Ey(x) = @(m —a)?,

dér punkten s ligger mellan a och x.

I fall med konkreta funktionen a = 7/3, =z —a = 0,1; f(a) = sin(7/3) = V/3/2.
f'(a) = cos(m/3) = 1/2; f"(a) = —sin(n/3) = —1/2; f"(s) = —cos(s).
sin(7/3+0,1) = v/3/24 0,5 x 0,1 + (1/2) (=1/2) x (0,1)*> + (1/6) (— cos(s)) (0, 1)

= /3/240,05—0,0025+(1/6) (— cos(s)) (0,001) = v/3/240,0475+ (— cos(s)) (0,001) /6
cos(s) #r avtagande funktion for 7/3 < s < m/3 4+ 0,1. Detta medfor att cos(s) <
cos(m/3) =0, 5.

Ey(z) < 0, |E2(x)| < (0,0005) /6. Detta medfor att sin(n/3 + 0,1) ligger i intervallet
(v/3/2 40,0475 — (0,0005) /6,/3/2 + 0,0475) .

5. Gransvirden och Taylors polynom.

] - . r—1—sin(z—1)
Berikna gransvirdet: }EH ((1 ~exp(z — 1)) 1n2(x)> (6p)

Vi kommer att anviinda Taylor polynom med felterm pa stora O from for att berikna
grinsvirdet.

1 sin(r— 1 e
Infér ny variabel y = z—1. lim < sin(a 2) = lim id sm(y2)

=1\ (1 —exp(z —1))In*(x) ) »=0 \(1 —exp(y)) In"(1 +y)
Vi ldgger mérke till att sin(y) =y — y3/6 + O(y°); exp(y) = 1 +y + O(y?); In(1 + y) =
y + O(y?);och sitter in desssa uttryck in i uttrycket for lim:

i < y — sin(y) ) — lim y—(—y’/6+0@)) _
y=0 \ (1 —exp(y)) In*(1+y)/) v=0 (1 —(L+y+O0(y?)) (y+O0y?) (y + Oy?))

. y3/64+0(y5) 1 y3/6+0(y°) 1 y3/6+0(y°) _
lim, Cuto )0 T0W7) limy—0 =007 oo — HMy—0 —aiopn =
. 1/6

limy, o LHGE = ~1/6



6. Geometri i rummet. Tre punkter &r givna A = (1,—-1,2), B = (5,-6,2), C =

(1,3,—1). Berdkna avstandet mellan punkten B och linjen genom punkterna A och C.
(6p)

Sokta avstandet kan beriiknas pa tva sitt.

1) Vi kan framstilla vektorn AB som summa: AB = @ + W diar W = (%?) AC - dr
. . -3 ° -3 —> . - °

vektor projektion av AB pa AC och vektor w #r vinkelrdt mot AC. Avstandet mellan

B och linjen genom punkterna A och C : d = || — dr lingden av vektorn .

2) Annan l6sning anviinder formeln for avstandet mellan en punkt B och linjen genom

punkten A med riktningsvektorn AB:

ABxAC
d:‘ [ac| |
L 5 1 4 1
Vi anvéinder andra l6sning. AB=B—-A=| -6 |—| -1 | =| =5 |[; AC=]| 3 —
2 2 0 —1
1 0
-1 =14
2 -3
—_— — 7 7 ? 15
ABx AC=det | 4 -5 0 = | 12
0 4 -3 16

‘@ x A_d‘ — V157 122 1 162=/225 & 144 + 256 — /625 = 25.
‘A_(f’ — V0P F 22138 = /25 =5. Svar: d=25/5 = 5.

. Geometri i rummet. Ange en ekvation for planet genom tva givna punkter M =
(1,—1,—2) och P = (3,1, 1) sa att det &r vinkelréit mot planet med ekvationen = — 2y +
32 —5=0. (6p)

ﬁ
Vi soker ekvation for ett plan genom en punkt, t.ex. M med en normalvektor N:

<7> — ]\_4) ) . N) = 0. Normalvektorn ﬁ har ar okind.

1
Den maste vara vinkelrit mot normalvektron 7 = | —2 [till givna planet och till vek-
3
. 3 1 2
tom MP= |1 |—| —1 | = | 2 | mellan punkter M och P som ligger i sokta planet.
1 -2 3

q
Lingden av normalvektorn spelar ingen roll for planets ekvation, sa vi kan vilja N =
- = —

2 1 77 & 12
S
1/3 (MPx n> —1/3| 2| x| 2| =1/3det|2 2 3 | =1/3]| -3 | =
3 3 1 -2 3 —6



4
—1 | . Sokta planet har ekvation 4 (z — 1) — (y+1) —2(z+2) =0
—2

eller 4v —y —22—-9=0.
8. Vektorer. Vektorer @, D har lingder: |a@’| = 3; ‘7‘ = 5.

Bestam viirden av parametern A for vilka vektorer a" + A b och a — A b blir vinkelrita
mot varandra. (4p)

— - — = :
Skalér produkt av vektorer a +A b och @ —\ b maste vara noll for att ha dem vinkelrita
mot varandra.
ﬁ

<7+A?>~<E’—)\?):O; (7+ﬁ).(7_ﬁ):7.?_w.€’+w. b—
7

ANb b =

|7|2—A2(?‘ = 0;9— 25 = 0; Svar: A = +2.

Tips: Borja l6sa uppgifter fran den som verkar vara ldttats, ta sedan den som
kinns vara nist ldttast o.s.v.

Maxpodng: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40



