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Chalmers Hjdlpmedel: inga
A . Heintz Telefonvakt: Jacob Leander, Tel.: 0703-088304
Losningar till tenta i TMV036/TMV035 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf, del
A.
1. Sats. Formulera och bevisa forsta 'Hopitals regel. (6p)
Kolla bevis i boken.
2. Kontinuitet. (6p)

i) Formulera definitionen pa en funktion kontinuerlig i en punkt.

ii) Tvé funktioner f och g,4r biada odefinierade i punkten = = 0: f(z) =sin (1) (exp(z) — 1)
och g(z) =exp (1) .

Bestdm om nagon av dessa funktioner kan utvidgas till punkten 2 = 0 (d.v.s. om f(0)

eller g(0) kan definieras i punkten z = 0) sa att funktionen blir kontinuerlig i den punkten.
I fall det &r mojligt ange hur man kan gora det. Funktionen f &ér odefinierad i punkten
r=0: f(z)=sin() (exp(z) —1).

(6p)
Losning.
i) Funktion f definierad pa ett 6ppet intervall kring punkten a #r kontinuerlig om lim,_, f(z) =
f(a).
ii) — (exp(z) —1) < sin (1) (exp(z) —1) < (exp(z) — 1) eftersom —1 < sin (1) < 1.
lim,_q (exp(z) — 1) = 0. Instéingningssatsen medfor att lim,_qsin (2) (exp(z) — 1) = 0.
Funktionen f &r kontinuerlig pa reella linjen utan punkten x = 0. Den kan definieras i
punkten 2z = 0 som f(0) = 0 och blir kontinuerlig pa hela reella linjen.

Funktionen g(x) = exp (%) x saknar grinsvirde da x — 0. Det foljer fran att hoger-
grénsvérdet &r lim, .oy exp () z = oo,och vénstergrénsvirdet lim, .o exp (%) z = 0.
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Funktionen ¢ kan inte definieras i punkten x = 0 sa att den skulle bli kontinuerlig.

3. Tillampning av derivator. Betrakta funktionen:

- T

(2) = 5a431? + 2%, © <0
gL re ¥, 0<zx

Bestdam punkter ddr funktionen inte &r kontinuerlig, singuldra punkter, lokala extrem-
punkter, absolut maximum och absolut minimum om de finns. (6p)



Bestém de intervall dir funktionen dr viixande, avtagande, bojningspunkter (inflection
points), och de intervall dir funktionen &ér konkav uppat och konkav nerat. Rita en skiss
av grafen till funktionen. (4p)

Losning. Funktionen ¢ ér kontinuerlig pa hela reela linjen eftersom i punkter utanfor
origo den &r ett polynom eller summan av produkter av kontinuerliga funktioner. Den &r
ocksa kontinuerlig i origo eftersom lim, .o, g(f) = lim,_o_ g(f) = 0.

x

() = 6z +2?+5, <0
g\r) = et —ze?, 0<zx

/ (x+5)(z+1), x<0
g(x)—{(e—z)u—x), 0<z

Vinster derivata i origo dr lika med 5, hoger derivata i origo dr 1. Funktionen saknar
derivatan i origo och z = 0 &r en singuldr punkt.

Kritiska punkter ér: xy = =5, o = —1, x = 1.

f'(x) éndrar tecknet fran minus till plus i z; = —5. Detta medfor att f har ett lokalt
maximum 1 z;.

f/(x) dndrar tecknet fran plus till minus i o = —1. Detta medfor att f har ett lokalt
minimum i xs.

f!(z) &r positiv pa bada sidor av singuléra punkten i origo. Detta medfor att f har inget
lokat extremum i x5

x -5 -3 -1 0 1
f(z) /N lok. max.n N\, N bojning U lokminU U sing. /N lok. max.r
fllz) +X. 0 -\ - -/ 0 + /" finnsej + N\, 0
f'(x) — — — 0 + + + finns ej — -

f #r viixande pa interval (—oo, —5), (—1, 1), och #r avtagande pa intervall (1, 00), (=5, —1).
Funktionen f(zr) — —oo, d&  — —oo. Det finns inget absolut(globalt) minimum pa
grund av detta.

f(=5)=—5-5+3-25— 375 =25(2—2/3) > 25

f(1) = (bz + 322+ $2%) |,-1 = 54+ 3 — 1/3 < 8. Detta medfer att f har ett globalt
maximum i x; = —5.

") = 20 +6=2(x+3), <0
g Sl xet =2 = (e7®) (v —2) 0<uz

punkterna x3 = —3 och x4 = 2 dr bojningspunkter, eftersom ¢”(z) = 0 dir ( f'(z)
och tangenten finns i dem och forsta derivata byter tecken ddr. Funktionen f har graf
konkav uppéat pa intervall (—3,0) och (2, 00), och ér konkav nerat pa intervall (—oo, —3)
och (0,2).

Graf av funktionen:
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4. Linjir approximation. Betrakta funktionen f(x) = arctan(x) och linjér approxima-
tion kring a = 1 for x = 1,1. Uppskatta feltermen for den approximationen och ange
intervallet dér virdet arctan(z) maste ligga enligt dessa uppskattningar. (6p)

Losning.

L(z) = f(a) + F(a)(@ — a).

f(z) = L(z) + E(z) = L(z) + 3.f"(s)(x — a)?

B(x) = 1"(s)(x — a)”.

dér s ligger mellan a och .

Ivart fall a=1;2=1; (x —a)=0,1; (x —a)? = 0,01,
f(a) = arctan(a) = w/4;

fl(x) = % (arctan(x)) = ﬁh}:l =0.5;

['(z) = % (arctan(z)) = — 2=

_ 2 _ .
@7 |, T T T 0
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f"(x) = L (arctan(z)) = 2 (22 + 1) (322 — 1)

L(z) = f(a) + f'(a)(x —a) =7/4+0,5-0,1 = 7/4+0.05
Talet s i formeln for feltermen E(z) = 1 f”(s)(x — a)? ligger mellan a = 1 och z = 1, 1.

Vi observerar forst att f”(s) = —(822%)2 <0och E(z) =3 f"(s)(z —a)? <0.

() =2(s24+1)(3s2—=1) > 0 for s € (1, (1,1)) eftersom 3s2 > 1 for dessa s.
Detta medfor att f”(s) dr en vixande funktion pa det intervallet (och &r negativ). Det
gor att minimala (och negativa) virdet for f”(s) pa intervallet [1,(1,1)] antas i punkten
s =1,dvs. f’(1) < f"(s) < 0. Absolut belopp av |f”(s)| antar da sitt maximum i
punkten s = 1, d.v.s. |f"(s)| < |f"(1)].

—_ 2 —

Viser att 1 f”(1)(z — a)? < 3 f"(s)(z —a)? < 0 eller 1f”(1)(0,1)* < 1f”(s)(0,1)* < 0 och
till slut



2 = = — och da
L#7(1)(0,1)? = —0,25(0,1)% = —0,0025 och d3

—0,0025 < E(z) < 0.

Detta medfor att m/4+0.05—0.0025 < arctan(1,1) = L(z)+ E(x) < L(z) = 7/440,05
och

m/4 4 0.0475 < arctan(1,1) < w/4 + 0,05
eftersom 0.05 — 0.0025 = 0.0475

1
. Grénsvirden. Berikna grinsvirdet: lim S (6p)
z>1\z—1 In(z)
Losning. Lat x =14y :
< T 1 > _ ((J}lna}—aj—f—l)) o (((1+y)1n(1+y)—1—y+1)) _ (y+)In(y+1)—y) __ ((y+1)(y7%y2+0(y3))fy)
-1 @)~ @Dz ) (y)(In(1+y)) B yIn(y+1) - yIn(y+1)
(yz 12 1 y34+0(y3 )) B (1y2+0(y3)) B 1 1 _ 1 1 B
ImerEy = ner — merm (Y T O W) =gronm Gy +O0 (W) =

m (5 +0 (y)) da y — 0. Detta medfor att

- (zlz—at))) _ . (L+9) In(149) 1y 41\ _ 1. e 1
t g (ERRE) =ty o (RS E) = timyo (i (50 W) =3,

. Geometri i rummet. Berikna avstandet mellan punkten A = (1,—1,—2) och linjen
r+3 y+2 z2-38

3 2 =2

(4p)
Losning.

H
Avstandet d mellan linjen med ekvationen 70 = Y2 = 220 dir V' ar riktningsvektor
x y z

och Py = (20, Yo, 20) &r en punkt pa linjen och en annan punkt A = (A,, A,, A,) &r
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7. Geometri i rummet. Ange ekvationen for ett plan genom punkten Py = (1,2, —3) som
dr parallelt med tva linjer med
rx—1 y+1 2z-7 r+5 y—2 243
= = och = .
-3 3 3 -2 -1

ekvationer (6p)

Losning.

Ekvation for ett plan med normalvektorn N genom en punkt Py = (o, yo, 20) dr: Ny(x —
z0) + Ny(y — o) + N2 (2 — 20) = 0.

Vi behover bestdmma normalen till sokta planet. Den kan viljas som vektorprodukt

- —
av riktningsvektorer V' 1, V5 av givna linjer eftersom bada linjerna parallella med sokta
planet maste vara vinkelrita mot planets normal.

2 3 2 3 9
— — — — —
Vlz -3 ,V2: —2 ; V1>< V2: -3 X —2 = 11 =N
3 -1 3 -1 )

Ekvationen for sokta planet kan skrivas som
9z —1)+11(y —2) +5(2 +3) =0, eller 9z + 11y + 5z — 16 = 0.

8. \gktorer. Betrakta triangeln ABC' med hornpunkter A, B, C' med vektorter AB , och
AC givna.

Ange en formel som ger vektorn AM dir punkten M &r mittenpunkt pa sidan BC i
triangeln. (6p)

Losning.
—_— — —_— — —_— —
AM = AB + 0.5 (AC - AB) — 0.5(AC + AD)

Tips: Borja 16sa uppgifter fran den som verkar vara lédttats, ta sedan den som
kiinns vara nést lidttast o.s.v.

Maxpoédng: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40



