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Losningar till tenta i TMV036 Analys och linjar algebra K/Bt/Kf, del A.

1. Sats. Formulera och bevisa formeln for derivatan av produkt av tva funktioner. (6p)

Kolla beviset i Adams.

2. Kontinuitet.
i) Definiera vad betyder att en funktion f &r kontinuerlig i en punkt a.
ii) Tva funktioner f och g,dr bada odefinierade i punkten z = 0: f(z) = cos (1) exp(x)
och ¢g(z) = zIn(z).

Bestdm om nagon av dessa funktioner kan utvidgas till punkten x = 0 (d.v.s. om f(0)
eller g(0) kan definieras i punkten z = 0) sa att funktionen blir kontinuerlig i den punkten.
I fall det ar omojligt forklara varfor.

(6p)
f is continuerlig i a om gransvardet lim,_,, f(z) existerar och lim,_,, f(z) = f(a).
Funktionen f kan inte definieras i origo sa att utvidgade funktionen blir kontinuerlig.

lim, g exp(z) = 1 och cos (%) antar vardena +1 och —1 oandligt manga ganger eftersom
% — oo fran hoger och i — —oo fran vénster.

Det gor att produkten cos (i) exp(z) kan inte ha ett grénsvérde eftersom den antar
vardena oandligt nara +1 och oéndligt nara —1 da = — 0.

For g(x) = xIn(x) kan vi prata om méjlig hoger kontinuitet eftersom In(x) &r definierad
bara for z > 0.

g(z) = xIn(x) kan definieras i origo som g(0) och blir hogerkontinuerlig efter den utvidgn-
ing, eftersom lim, oy zIn(x) = 0. Man kan visa det med hjilp av ’'Hopitals regel .
lim, oy 2 In(z) = lim, o4 % = lim, o4 (%) = lim, o4 (—2x) = 0.

3. Tillampning av derivator. Betrakta funktionen:

gx) = |z +1]e™

Bestam punkter dar funktionen &ar kontinuerlig, singulara punkter, lokala extrempunkter,
absolut maximum och absolut minimum om de finns. (6p)

Bestém de intervall ddr funktionen &r vixande, avtagande, bojningspunkter (inflection
points), och de intervall dar funktionen &r konkav uppat och konkav nerat. Rita en skiss
av grafen till funktionen. (4p)

Vi betraktar funktionen separat pa intervall z < —1 och pa intervall x > —1.

_ [ @+ 1Dexp(—a?)iz > -1
o(z) = { —(z+ 1) exp(—2?);z < -1



(e*ﬁ) (1—22%—2z);2 > —1

(e‘””2> (=14 22*+2zx);2 < —1
1

g (z) = Vérdfen av vénster och hoger derivata i
punkten x = —1 ar olika: 4+e™" som gor att det ar en singular punkt. Rotter till derivatan
ar samma som rotter till polynomet P(x) = 22% + 2z — 1 framfor exponentet, eftersom
sjalva, exponentet ar alldrig noll. Tecknet plus eller minus framfor gor ingen sjillnad.

1 1
I = 5 3 -3

h 1 |- Vi observerar att o < —1 och
Lo = ) 3 -3

Polynomet 222 + 2x — 1 har rotter

Ty > 0, eftersom V3> 1.

Detta gor att g(z) har tva stationera punkter, en i omradet x < —1 och en i omradet
x > —1. Runt x5 ar derivatan ¢'(z) positiv at vénster fran xo och r negative ar hoger
fran z,. Samma géller derivatans beteende runt punkten x;. Det gor att funktionen g
har ett lokalt maximum bade i 2y och 1 z».

Vi har ocksa ett lokalt minimum i singuldra punkten z, = —1, eftersom funktionen
avtagar at vanster fran punkten och vixer at hoger fran punkten ( derivatan &r negativ
at vénster och positiv at hoger).

Vi observerar att g(—1) = 0 och lim,_,1 g(z) = 0 och g(x) > 0 for alla punkter férutom
x = —1. Det gor att g har ett absolut minimum i x;, = —1. Vi observerar ocksa att
g(xa) < g(z1) Det gor att g(z1) &r ett absolut maximum.

Funktionen &r vixande pa intervall (—oo,xs), (—1,21) och ar avtagande pa intervall
(x% _1)7 ('rla OO)
Vi berdknar andra derivatan for att undersoka konkavitets egenskaper av grafen.

2 <e‘x2> (222 =3z + 223 — 1) ;2 > —1
9"(x) =

= / dar 222 —3z+223—1 = (z — 1) (4o + 222 + 1).
—2 <e"” ) (222 = 3w+ 223 —1);2 < —1

Ty =3V2-1
T5=—3v2 -1
Vi observerar att z3 > 0, —1 < x4 < 0, z5 < —1. Alla dessa punkter svarar mot
bojningspunkter pa grafen av funktionen. Konkav egenskaper beror pa tecknet av ¢”(z).

Andra derivata en rot 3 = 1 som ar latt att gissa och tva andra:

Funktionen g(x) ar konkav upp pa intervall (—oo, z5), (—1,x4), (1,00).

Funktionen g(z) &r konkav nerat (convex) pa intervall (zs, —1), (z4,25). Grafen till g
foljer:



X

4. Taylors polynom. Betrakta funktionen f(z) = arctan(x) och ange dess Taylors poly-

nom av grad 3 kring punkten a = 1. (6p)
arctan(l) = 7/4; <L (arctan(z)) = x%ﬂ; % (arctan(z)) = —(mffl)g; %(arctan(x)) =
s 2 —9(2241)7° (322 — 1)

(z241)°  (22+1)
arctan(z) = 17 + 3 (z — 1)' — o - )’ +L@-1+0 ((z — 1)4)

1-— 2 3 3
5. Gransvarden. Berdkna gransvardet: lim ( cos(x)2 cos( Q:)) =5~ §x2 + O (933)

x—0 x
(6p)

a _ _ 1 : Ld(2Y 9.
= <1 cos(x) cos(2x)> ) S 3z; - (2%) = 2x;

—cos(z)A /cos(2z L (sin 2z cos x+cos 2z sin )
I'Hlopitals regel medfor att lim,_,q <—1 il )x? 2 )> = lim,_,o (\/m - > —

lim, (—2 i) ) = lim,, o (#53%) = 3/2

cos(2z)

Alternativ 10sning anvander elementar metod med att multiplicera med ett konjugat
uttryck.

limw—)O (% \2/008(296)) _ hmx_m (<lcos(:r)w/cos(2x)> (1+cos(x) cos(21))) B

z2 <1+cos(x)\/cos(2:1:)) -

. (l—COSQ(Z‘) cos(2w)) Y (1—(1—§+O($4))2 (1—%-{—0(334))) N
hmx%o (xZ <1+cos(m)\/cos(2x)) B hmx%o 2 (1+cos(x) \/cos(23:)) o

) (1—(1—2§+%+0(x4>> (1—%+0(x4))) ) L < (1—1+x2+%+0(a:4)) ) B
llmz_m ( z2 (1+cos(x)\/cos(2m)) N llmx_m z2 (1+Cos(x)\/cos(2m)) N




lim (T roeh) = lim (3+0) _3
e=0 z2 <1+cos(;r)\/cos(2:v)) o e=0 (1+cos(m)\/cos(2;r)) 2

6. Geometri i rummet. Ange ekvationen for ett plan genom punkten P = (7, —5,1) sa
att det skar likadana strackor av koordinataxlar. (4p)

Ekvationen for planet som skar likadana, t.ex. H strackor av koordinatahlar ser ut som
+ + % + # = 1. Koordinater av punkten M pa planet maste uppfylla ekvationen:
% + %5 + % = 1. Det er en ekvation for H:

7—5+1=H = 3. Vi far den sokta ekvationen: £+ %+ % =1 eller v +y + 2z = 3.

7. Geometri i rummet. Visa att planet med ekvationen 3x — 4y — 2z + 5 = 0 skar
strackan mellan punkterna M; = (3, —2,1) och My = (—2,5,2). (6p)

Planets ekvation ax+by+cz+d = 0 kan skrivas som n, (r—A,)+n,(y—A,)+n.(2—A,) =0
dér A &r en punkt pa planet. Om vi sétter istéllet for (x,y, 2) koordinater (M., M,, M.,)

av en punkt M utanfor planet, sa far vi skalar produkt av vektorn m med normalen till
planet.Beroende pa vilken sidfa planet ligger punkten M far fi plus eller minus tecken.
Om tva punkter M; och M, ligger pa olika sidor planet, sa maste tecken av uttrycket
ng(My — Ay) +ny(M, — Ay) +n, (M, — A,) eller som &r samma aM, + bM, + cM, + d
vara olika for punkterna M; och My. Detta &r latt att berdkna: 3(3) —4(—2) —2(1)+5 =
20 for My och 3(—2) —4(5) — 2(2) + 5 = —25. Detta medfér att punkterna ligger pa olika
sidor planet, och striackan mellan dem maste skéira planet.

8. Vektorer. Tre hérnpunkter i en parallellogram ABCD &r givna: A = (3,—4,7), B =

(=5,3,-2), C = (1,2, —3). Ange fjarde hornpunken D i parallellogrammen. (6p)
AB=DC;AB=B - A;DC=C -D:=D=-AB+C=A-B+C
_ -5 3 -8
AB=B - A=| 3 |-| 4|=|7
—2 7 -9
3 -5 1 9
D=|-a|-|3|+|2|=|-
7 —2 -3 6

Tips: Borja 16sa uppgifter fran den som verkar vara lattats, ta sedan den som
kanns vara nast lattast o.s.v.

Maxpoang: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40



