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1 Repetition av enkelintegral
I ALA B skrev du en MATLAB-funktion minintegral som beriknar integralen

av en given funktion med en av tre valbara kvadraturregler. Funktionsfilen for
att berdkna integralen med trapetsregeln kan till exempel se ut som foljer.

function Q = minintegral(func, I, n)

a=1I(1);
b = I(2);
h = (b-a)/n;
X = a:h:b;

% Anvand nedanstdende om funktionen func inte accepterar
% vektorer som indata eller om vi vill se integralvidrdena
% léngs végen.

Q= 0;

£(1) = func(a);

for i = 1:n % loop dver samtliga delintervall
f(i+1) = func(x(i+1)); % funktionsvidrden
u(i+1) = u(i) + (£(1) + £(i+1))*h/2; % trapetsregeln

end

Q = u(n+l);

% Annars kan du skriva sa har

Hh
I

func(x);
(2*%sum(f) - £(1) - f(n+1))*h/2;

o
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Observera att den sista summan foljer av att funktionsvirdena summeras for
varje intervall som angrénsar till motsvarande z-vérde, sa alla funktionsvirden
summeras tva ganger utom de yttersta. Fordelen med den senare varianten &r
att vi slipper for-loopen, som &r riatt sa langsam.



2 Dubbelintegral

Vi skall nu utvidga ovanstaende till berikning av dubbelintegral 6ver en rek-
tangel @ = [a,b] X [e,d] = {x = (z,y) : a < x < b, ¢ <y < d}, och utgar fran
approximationen

//fxy dydzx

~ fla+h,c+h)h?+ fla+2h,c+h)h* + ...+ f(b,c+ h) h?
+ fla+h,c+2h)h? + f(a+2h,c+2h) h* + ... + f(b,c + 2h) h*

+ fla+h,d)h* + f(a+2h,d) h* + ...+ f(b,d) h?

=33 fla+ih,c+ jh)h?,

i=1 j=1

dér vi nu anviander kvadratur baserad pa integrandens vérde i det évre, hogra
hornet av delkvadraterna Q;; = [a+ (i — 1)h,a+ih] X [c+ (j — 1)h,c+ jhl], i =
1,2,...,n, 7 = 1,2,...,m. Denna kvadratur kan sedan latt forbéttras till ex-
empelvis mittpunktsregeln eller trapetsregeln. Notera att f(a + ih,c + jh)h?
ar volymen av ett riitblock med basarean h? och héjden f(a + ih,c + jh), s&
att dubbelsumman #r en approximation till volymen under ytan z = f(z,y),

(z,y) € Q.

2.1 Uppgifter

1. Skriv en funktionsfil function q = my_quad2D(f, a, b, c, d, h) som
approximerar dubbelintegralen av f = f(z,y) 6ver rektangeln @ = [a,b] x
[c,d] genom att berikna dubbelsumman ovan.

Utga géirna fran minintegral som du skrev i ALA B. Uppgiften kan 16sas
pa flera olika sdtt. Ett dr att gora om den enkla for-loopen till en dubbel
for-loop, som for varje virde pa x(i) loper igenom en for-loop i y-led.
Exempel pa sadana fas om man skriver >>help for. Ett annat dr att anta
att f(z,y) kan ta vektorer som indata och anvinda vektorsummering. Ett
tredje #r att for varje virde pa x(i) anropa minintegral. Ténk da pa att
funktionshandtaget da maste ga till den funktion i en variabel y som ges

av f(z(i),y).
2. Implementera mittpunktsregeln eller trapetsregeln.

3. Beriikna med my_quad?2D integralen av f(z,y) pa [0,1] x [0,1] for

(a) flzy) =2y +y?
(b) f(z,y) =2+ sin(100(z + y))

(¢) flay) =e @+,



(d) f(x,y) = /14 22+ y2. Denna integral &r inte litt att rikna ut ana-
lytiskt.

Beridkna i de tva forsta fallen dven det exakta analytiska virdet av integra-
len. Det dr viktigt att pa detta sdtt alltid testkora dina program pa exempel
ddr du kdnner den exakta losningen.

4. Vilj en av de integraler du rdknat ut analytiskt ovan och beridkna den med
olika varden pa h, till exempel A = 0.1,0.01, 0.001 och med olika kvadratur.
Hur beror felet (skillnaden mellan det exakta och det berdknade virdet) pa
h? Jamfor gdrna med motsvarande jimforelser i ALA-B for enkelintegraler.

5. Lis Exempel 4 sid 775 (A very important integral) i Adams. Dér beskrivs
hur man kan berdkna integralen av e~ fran —oo till oo genom att berikna
detta vérde i kvadrat som dubbelintegralen av e~(@*+°) sver hela (z,9)-
planet, vilket genom Gvergang till poldra koordinater blir 7.

Du kan nu numeriskt testa det senare pastaendet, det vill siga att e~ (@ +v?)
over forsta kvadranten blir . Vilj ett riktigt stort omrade, [—100,100] x
[—100,100] eller stérre, och beridkna integralen pa detta omrade. Om det
hela fungerar skall Du fa ett ndrmevérde pa .

3 Dubbelintegral 6ver ett mer generellt omrade

De program du skrivit ovan for att berédkna dubbelintegraler dr begriansat till
rektanguldra omraden. For att numeriskt berdkna dubbelintegraler 6ver mer
generella omraden maste vi anvinda nagot hjalpmedel for att definiera omra-
det och sedan dela in det i sma bitar. Dessa sma delomraden behover forstas
inte vara rektanglar, ofta anvénds trianglar istéllet eftersom det &r ldttare att
anpassa ett triangelnit till en krokt rand.

Ett sadant verktyg kan du starta genom att skriva

>> pdetool

Matlab startar nu ett nytt fonster med PDE Toolbox. Uppe till vinster
under menyerna finns fem knappar med olika ritverktyg, tva for ritblock, tva
for ellipser och en for ett godtyckligt polygonomrade.

Som exempel kan du prova att rita omradet Q = [—1,1] x [—0.8,0.8]. Klicka
pa rektangelikonen ldngst uppe till vinster (under File), placera musmarkéren
over [—1; —0.8], samt klicka och dra med vénster musknapp. Slapp nér markoren
star over [1;0.8]. For att underlédtta ritningen kan du markera Grid och Snap i
menyn Options. Detta lagger ut en grid, samt linjerar upp objekten du ritar med
griden. Du kan nu dela in omradet i smatrianglar genom att klicka pa ikonen
med en triangel pa (under Mesh).

For att kunna anvénda oss av trianguleringen exporterar vart nét till Mat-
labs workspace genom att vélja Export Mesh... fran menyn Mesh. Klicka pa
OK. Skriv



>> whos

vid Matlab-prompten sa listas alla variabler som finns definierade och deras
storlek (bade matrisstorlek och hur mycket datorminne de upptar). Om du har
lyckats bor det finnas tre matriser p, e och t som definierar nétet. Vi kommer
att anvénda oss av p och t:

e p innehaller alla nodpunkters (trianglarnas hérn) koordinater pa sa sétt
att forsta kolumnen bestar av forsta nodens x och y positioner, andra
kolumnen bestar av andra nodens x och y, osv. Hur manga noder bestar
ditt nat av?

e t innehaller en kolumn for varje triangel i néitet och i den kolumnen finns
nodnummer for de tre noder som ligger i triangelns hérn. (Det finns ocksa
en fjirde rad i t som vi inte behdver anviinda nu.) Hur manga trianglar
bestar ditt ndt av?

Numreringen av trianglar och noder kan man se i toolboxen genom att mar-
kera Show Triangel Labels respektive Show Node Labels under menyfliken Mesh.

For att rdkna ut integralen 6ver omradet  kan vi nu 16pa igenom alla
trianglar, berikna funktionens virde i t.ex. triangelns mittpunkt, multiplicera
med triangelns area och summera alla dessa védrden. Triangelns mittpunkt och
area kan vi rdkna ut genom att vi tittar i rétt kolumn i t, plockar ut nodnumren
for hornpunkterna och gar in i dessa kolumner i p for att fa koordinatvérden for
hérnpunkter.

3.1 Uppgifter

Anvind den fiardiga filen my_quad2genf .m, som riknar ut integralen 6ver ett
godtyckligt omrade beskrivet av p och t eller, om Du vill skriva programmet
sjélv, utga fran mallen my_quad2Dgen.m.

Testa Ditt program pa foljande exempel.

. fol fox(xy + 9?) dydz

g JE cos y dyda

. ffw2+y2§4\/x2 + 42 dA

S e VI = (@2 4 y?) dA

Ett alternativt sétt att berdkna integralen ver ett mer generellt omrade &r
att sdtta funktionen till noll utanfor det aktuella omradet och berdkna integralen
over ett rektangulirt omrade, som innesluter det givna omradet. I dokumenta-
tionen for Matlabs funktion dblquad finns foljande forslag till att berikna den
fjarde integralen ovan:

—
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dblquad(@(x,y) sqrt(l-(x."2+y."2)) .x(x."2+y."2<=1), -1, 1, -1, 1)



Hir har uttrycket x. “2+y.~2<=1 viirdet 1 da (z,y) tillhér mingden 2% +y? <
1 och annars virdet 0. Forsok anvinda dven denna metod pa nagot exempel
ovan.

Alternativt kan man berdkna integralen med

dblquad(@(x,y) sqrt(max(i-(x."2+t."2),0)), -1, 1, -1, 1)



