Studio 7: Vektorfalt

Analys och Linjar Algebra, del C, K1/Kf1/Bt1, vt09
27 februari 2009

1 Faltlinjer

Ett vektorfilt 4&r som bekant en funktion F': R™ — R"™. Vi ska hér betrakta
vektorfilt 1 planet och rummet, det vill séga vektorfélt pa formen F(xz,y) =
(Fi(x,y), Fo(z,y)) och F(x,y,z) = (Fi(z,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(x,y, 2)).

Som vi sag i laboration 2a kan vektorfilt ritas i matlab med hjilp av
funktionen quiver. Som exempel kan ndmnas att raderna

x=-3:.5:3;

y=-2:.5:4;
[X,Y]=meshgrid(x,y);
quiver (X,Y,X+Y,2*sin(Y))

ger figuren
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Figur 1: Pilarnas riktning visar filtets riktning.

Om slépper en partikel fri att folja filtet kommer dess vig att beskrivas
av faltlinjer. De har egenskapen att i varje punkt dr filtet en tangent till



faltlinjen som passerar denna punkt. Partikeln firdas alltsa langs faltlinjen
i den riktning som ges av filtet.
Analytiskt kan man beréikna filtlinjer genom att 1osa ut =, y och z ur

ekvationerna

dz  dy dz

R F, Fs
Numeriskt gor man enklast som foljer. Eftersom faltlinjen i varje punkt har
faltet som tangent kan man stega sig fram ldngs filtlinjen genom att fran
punkten (x,y,z) rora sig steget aF'(x,y,z). Genom att vélja o néra noll
blir felet litet. Sedan upprepar vi proceduren fran den punkt vi kommit till.

Rekursionen blir saledes

(Tit1, Yig1, zig1) = (T4, Ui, 20) + aF (4, Yi, 2i).

Uppgifter

Rita foljande vektorfilt pa omradet [—3, 3] x [—3, 3] med quiver och berikna
sedan nagra faltlinjer for olika startpunkter. Snyggast blir det om ni skriver
ett program som later anvindaren ange startpunkt med musen och sedan
ritar motsvarande féltlinje.

L. F(ZL‘,y) = (—y,a:).
2. F(z,y) = (2y?,y — 3).

2 Gradienten

Nedan ges ett skript som ger exempel pa visualisering av gradienten (med
hjilp av quiver) och ytan (med nivakurvor) till funktionsytan

2= flay) =z ™V

>> [X,Y] = meshgrid(-2:.2:2);
>> 7Z = X.*xexp(-X.\"2 - Y.\"2);
>> [DX,DY] = gradient(Z,.2,.2);
>> contour(X,Y,Z)

>> hold omn

>> quiver(X,Y,DX,DY)

>> colormap hsv

>> hold off



Funktionen gradient beriknar gradienten numeriskt. Du kan naturligtvis
anvéndan Din egen Jacobi.m hér.
Skriptet nedan plottar ytan med ytnormaler till ytan

S:S(xy) = (z,y,xe ™V, (zy) € Q2 =[-2,2] x [-1,1].

>> [X,Y] = meshgrid(-2:0.25:2,-1:0.2:1);
>> Z = X.*x exp(-X.\"2 - Y.\"2);

>> [U,V,W] = surfnorm(X,Y,Z);

>> quiver3(X,Y,Z,U,V,W,0.5);

>> hold on

>> surf(X,Y,Z);

>> colormap hsv

>> view(-35,45)

>> axis ([-2 2 -1 1 -.6 .6])

>> hold off

Uppgifter

Testa skripten ovan. Kombinera dem &ven med ditt filtlinjesprogram sa att
du kan rita ut filtlinjerna for dessa gradienter. Vad anger filtlinjerna for
kurva i detta fall?

Rita sedan ut nivakurvor (nivaytor), gradienter och féltlinjer till dessa
funktioner.

1. Paraboloiden f(z,y) = 22 + 3>

2. Konen f(z,y) = /a% + y>.
3. Sadeln f(z,y) = 2% — 3.

4. Sfaren 22 + % + 22 = 1 (nivayta till f(x,y,2) = 22 + 3% + 22).

3 Linjeintegraler, arbete

Det arbete som ett filt utfor pa en partikel som fiardas langs en kurva v ges

av
/F- dr.
¥

Om féltet ar konservativt, det vill sdga om

0F, O0F;
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sa giller F = V& for en skaldrvird funktion ® och vi far

b r
/F ~dr = F(xz(t),y(t)) - (:Tt dt = ®(b) — ®(a).
o t=a

For slutna kurvor giller da att arbetet som ett konservativt filt utfor pa en
partikel som firdas langs kurvan ar noll, eftersom startpunkt och slutpunkt
sammanfaller.

Vektorn

o p_ (0F OR OF 0F OF, OR
oy 0z’ Oz Or ' Oz oy

kallas rotationen av F'. For tvadimensionella falt far vi

oF, 0F
V x (F1,F3,0)=10,0, — — — | .
<0 = (0,052 - G
Det foljer att ett sadant filt dr konservativt om och endast om rotationen
ar noll.

Uppgifter

Rita upp falten i avsnitt 1 tillsammans med en enhetscirkel kring valfri punkt
(a,b). Vilka filt saknar rotation? Forklara med egna ord varfor dessa inte
utfor nagot arbete pa en partikel som férdas ett varv langs cirkeln.



