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Ordinarie tenta

1. Undersok vilka tal a, b och ¢ som gor att matrisen
111
A= 1 2 a
2 b c

har vektorn v = (1,2, —1)” som egenvektor. Vilket blir egenviirdet?

Lésning: Om A ska ha v = (1,2, —1)T som egenvektor maste vi ha

1 1 1 1 1 2
A 2 | = 1 2 «a 2 | = 5—a
-1 2 b c -1 2+2b—c

Forsta komponenten ger A = 2, den andra ger a = 1 och den tredje
44 2b—c=0. Med b =t godtycklig fas ¢ = 4 + 2¢.

(1)

Lésning: Egenvirdena berdknas genom

’ 1-A 5 ‘
5 1—A

=(1-X?-25

=(A+4)(\—06).

2. Diagonalisera matrisen

ortogonalt.

0=det(A—\I) =



Egenvirdena ér saledes —4 och 6. Ekvationerna (A—AI)v = 0 f6r dessa
virden loses av v1 = (1, —1)T och vy = (1,1)". Dessa &r ortogonala,
och normeras genom att delas med v/2. Alltsa,

a_ L 11y /=40) L1 1
VA 06/, 1 1)
. Beriikna tangenplanet till funktionen f(z,y) = zy +sin(z — y) i punk-

ten (1,1). Anvénd detta plan till att approximera f(z,y) i punkten
(1.1,1.2).

Lésning: Tangenplanet ges av

T($7y) :f(171)+vf(171) ($—1,y—1)
=14 (y+cos(z —y), o —cos(z —y))| =) (@— Ly —1)
—14(2,0)-(x—1,y—1)=1+2(x—1) =2z —1.

Approximationen av f(1.1,1.2) blir dérfor 7(1.1,1.2) = 1+0.2 = 1.2.

. Visa att 3zy? + 1 > 0 pa omradet 22 + 2% < 1.

Lésning: Betrakta det minsta viirde f(z,y) = 3zy? + 1 antar pa omra-
det. I det inre maste ett eventuellt minimum antas i punkt dar Vf = 0.
Vi far 0 = Vf = (3y?, 62y), vilket ger att y = 0 och x godtycklig. For
dessa punkter &r f(z,0) =1> 0.

P4 randen giller y? = (1 — 2%)/2, s& funktionen blir da

(@) = fr, (1 —22)/2) = 3e(1 — 22)/2 + 1 = g(x Y

Kritisk punkt da 0 = g(z) = 3(1—322)/2, det vill séiga for x = +1/+/3.
Funktionsvérdet blir da
1

g(£1/V3) = im(l—l/?)) iﬁg+1—i—+1>0

Olikheten ar darmed visad.

// ydx dy,
D

dér D ar omradet begréansat avy =+/1 —x, y = v/1 4+ x och y = 0.

Lisning: Begransningsparablerna kan skrivas © = 1—12 och . = y>—1.
Dessa skir varandra i (x,y) = (0, 1), eftersom 1 — 3% = 32 — 1 bara

=

. Bestam



har en positiv 16sning y = 1. For varje y sadant att 0 < y < 1 giller
da y? —1 <2 <1—y? Saledes far vi

// ydrdy =
D

Y

1—y2
Y / dz dy

z=y2—1

2(1—y*)ydy

g\»h' g\v—‘

=2 [ (y—v*)dy

I—.

Y
S v o1y _1
2 4, “\2 4) 2

6. Ytan S dr den del av f(z,y) = 1 — 2?/2 som ligger ovanfor kvadraten
0<x<1,0<Ly<1. Berdkna

// zy?dsS
S

over ytan S.

Lésning: Vi har

Of\%  [0f\?
ds = =) + (=) +1dedy = V22 + 1dxdy.

x y

Darmed far vi

11
//a:deS://\/x2+1xy2dxdy
S
0 0

1

1
:/y2dy \/:c2+1xda::{u:x2, du:2xd:p}

0 0

— [?f’]ll/lmdu
0

3,2

1
1

2(u+1)3/2
3 9

1
=5 (232 —1).

0



7. Berdkna kurvintegralen
f(sina: —y¥)da + (2 + cosy) dy
r

ett varv moturs kring enhetscirkeln 22 4+ y? = 1.

Losning: Greens formel ger

%(sinx —y*)dz + (2° + cosy) dy = // (3% 4 3y%) dA
r C

1

27
= / /37“21"(17“(10

6=0r=0
r4 ! 3
ﬂ.[ 4 }0 2

8. Visa att funktionen f(z,y) = (1 + €¥) cosz — ye¥ har oéndligt manga
maximipunkter, men saknar minimipunkter.

Losning: Kritiska punkter finner vi da
0=Vf=(—(14¢€")sinz,e(cosz —1—1y))

vilket ger = nm och y = (—1)" — 1, dér n &r ett godtyckligt heltal.

Punkternas karaktdr bestdms genom att titta pa andraderivatorna. Vi
far

2
g‘é =—(1+¢Y)cosu;
x
Of _ —eYsinx;
0xdy ’
2
?)J; =eéY(cosz — 2 —y).
Y

For jamna n = 2k far vi

0% f
0% f

B = 5o (kT 0) =0
0% f
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10.

s& AC — B? =2 > 0 och A < 0 ger att alla dessa #r maximipunkter.
For udda n = 2k 4+ 1 far vi

>*f 2
0% f

= 2 mr,—2) = 0;
L@k +ym -9 =0
02 f »

sé AC — B? = —e %(1 + e %) < 0 ger att alla dessa ér sadelpunkter.
Nagra minimipunkter finns dérmed inte.

Bestdm en ortogonal bas till kolonnrummet till matrisen

-1 6 6
3 -8 3

A= 1 -2 6 |
1 -4 -3

samt en bas for det ortogonala komplementet till kolonnrummet.

Losning: Vi anvinder Gram-Schmidts metod. Lat de tre kolonnerna i
A vara uq, us och uz. Vi far da

V1 =uUp = (_173> 1> 1)

Vo = Uy — "ﬁ;ﬁ’;vl = (6,-8,-2,—4) +3(—1,3,1,1) = (3,1,1, —1)
v3:u3—u3'v1 1_u3'02 )
|12 [va]|?

1 )
= (653763 —3) - 5(_1737 17 1) - 5(35 ]-a ]-a —1) = (—1’ _1,37_1)

Dessa normeras sedan genom att delas med 2+v/3.

Det ortogonala komplementet bestar av nollrummet till A”. Detta rum
har dimension 4 — 3 = 1, och radreducering ger att en nollskild vektor
i detta nollrum ar (—1,1,—1,-3).

En rédtvinklig container med sidlingderna z, y och z &ar mérkt med
volymen 6m?. Kan det stimma, om avstandet mellan de diametralt
motsatta hérnen dr 3m?



Lésning: Volymen &r V (z,y, z) = xyz och bivillkoret kan skrivas 22 +
y? + 22 = 9. For att hitta maximal volym definierar vi Lagrangefunk-
tionen L(z,y, 2, \) = zyz + M(z? + % + 22 — 9) och siitter VL = 0. D&
fas

yz+ 2z =0
xz+2yA =0
xy+2z22=0

2yt 2 =0
Om man loser ut A ur var och en av de tre forsta ekvationer far vi

—yz —xz -y

2 2y 2z’

vilket for positiva x,y,x har l6sningen x = y = z. Insatt i sista ekva-
tionen ger det x =y = z = /3.

Volymen blir d& 3v/3 < 6, sa containern var uppenbarligen felmérkt.



11.

12.

Mindre tenta

Los initialvirdesproblemet @/ (t) = Ax(t) for
-2 =5
=7 )
givet att 2(0) = (5,1)T.

Lésning: Egenvirdena berdknas genom

ozdam—xnzl_afk4ii‘
=(—2-N@4-)N+5
=A=3)(\+1).

Egenvérdena &r saledes 3 och —1. Ekvationerna (A — AM)v = 0 for
dessa viirden 16ses av v1 = (1, —1)T och vy = (5, —1)7.

Den generella 16sningen blir da

m(t):c1< _1 )e3t+cQ( _? )et.
(1) () (),

som loses av ¢; = —5/2 och ¢z = 3/2. Problemet 16ses alltsa av

Mﬂ:g<?)et—;<i>§?

Vektorn x = (1,2)7 i standardbasen ska skrivas i basen

{52}

Gor detta med hjilp av en basbytesmatris.

Fort =0 fas



13.

14.

Lésning: Basbytesmatrisen fran B’ till standardbasen ges av

(3 7%)

och bytet at andra hallet av dess invers. Vi far

1 2 2
_]_ _ =
P ( —4 5 )
och ddrmed fas

wlp L 22)(1)21(1
Y=g\ a5 ) 2) 731 )
Lat f(z,y) = #2/2 + 22y — 2y%. Definiera g(u,v) = f(z(u,v), y(u,v))
for x(u,v) = u+ v och y(u,v) = u + 2v. Berékna Vg med hjilp av
kedjeregeln.
Lésning: Kedjeregeln ger
dg_ofor_of oy
ou Ordu  Oyou
= (z +2y) + 2z — 4y)
=3r—-2y=3(u+v)—2u+2v)=u—v

och
oy _ 010 0f0y
ov Ordv Oy dv
= (x4 2y) + 22z — 4y)
=b5x — 6y =5(u+v) — 6(u+2v) = —u— To.

Alltsa har vi Vg = (u — v, —u — Tv).

Ett fonster med bredden 2z bestar av en rektangel med hojd y och
ovanpa denna en halvcirkel med radie z. Bestdm fonstrets storsta maoj-
liga area, om vi vet att dess omkrets &r 4 + 7.

Lisning: Arean av fonstret ges av A(z,y) = 22y + mx?/2. Omkretsen
ges av O(z,y) = 2z + 2y + mx. Vi ska alltsa maximera A(z,y) under
bivillkoret 22+ 2y+mz—4—7 = 0. Lagrangefunktionen ar L(z,y, ) =
22y + w22 /2 + M(2x + 2y + 7x), villket ger att maxpunkten maste
uppfylla 0 = VL = 2y +7x + 2 A+ 7\, 22+ 2\, 22 + 2y + oz — 4 — 7).



15.

16.

Andra komponenten ger x = —\. Stoppas detta in i férsta komponen-
ten fas y = —A\. Dessa instoppade i tredje komponenten ger x = y = 1.
Eftersom fonstrets area ar begrdnsad under det givna bivillkoret fol-
jer att extremvéirdet maste vara ett maxvérde. Den storsta arean blir
A(l,1) =2+ m/2.

Berékna
2 1
/ / sin(rz?) dz dy.
y=0z=y/2

Losning: Vi byter integrationsordning. Genom att rita omradet ser vi
att grianserna blir 0 <z <1 och 0 <y < 2x. Alltsa fas

2 1 2
/ / sin(rz?) dz dy = sin(rz?) dy dz
y=0z=y/2 z=0y=0

Bestam flodet av filtet F(z,y, z) = (22 sin(y?), ez3, y?+22) ut ur halv-
klotet 2 +y2 +22<4, 2>0.

Losning: Flodet ur ut halvklotet ges enligt Gauss sats av integralen av
V - F 6ver halvklotet. Vi far V- F' = 04 0+ 2z. Overgang till sfiriska



koordinater ger

/L(z2sin(y2),ez3,y2+z2). dS:///KdeV

or 2 w/2

:///QpcoscprSingodgodde

0=0 p=0 =0
/2

2
=47 {p] / cos @ sin o dp
4 1o

»=0

1
= 167 / udu = 8.
u=0

Det sista variabelbytet var u = sin ¢.
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