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1. Diagonalisera matrisen
4 2
=(25)

Lésning: Egenviardena berdknas genom

ortogonalt.

O:det(A—)\I):) 4;A 4EA ‘
=(4-)7-4
=(A—-2)(\—6).

Egenviirdena ér saledes 2 och 6. Ekvationerna (A — AI)v = 0 for dessa
virden loses av v1 = (1, —1)" och vo = (1,1)". Dessa &r ortogonala,
och normeras genom att delas med /2. Alltsa giller

HDGDEC )

2. Lat
0 )
U = Span{uj,us} = Span 2 1|, 6
1 -7

Best#m en ortogonal bas for U och projicera sedan = (9,1, —7)" pa
planet U.

Lésning: Vektorerna u; och usg &r linjiart oberoende, men inte ortogo-
nala. Vi anvinder Gram-Schmidt for att fa en ortogonal bas. Vi sétter



v1 = uj och

Uz - V1 o 12-7 (2) i
Vg = Uy — 5 V] = I —— =
2T o2t - 2241\ | 9

Vid projektionen giller att vi ska projicera pa var och en av basvek-
torerna, det vill séiga

PIOjy& = PTrOJ,, & + Proj,,
L - V1 n L - V9
= v v
lor]27" T Jwaf2 7
27 v 454+ 4+ 56
=~ (0,21 L
22+1(’ 1) +25+16+64
=—(0,2,D)" 4+ (5,4, -8)T = (5,2, —9)T

(5,4, —8)T

Vi kan verifiera att 16sningen &r en projektion genom att kontrollera
att  — projyx = (4, —1,2) dr vinkelrdt mot v; och vs.

3. Berikna gradienten till funktionen f(z,y) = sin (%2) Bestdm ock-

sa en normal till funktionsytan i punkten (z,y,2) = (y/7,1,0) samt
en normal (i planet) till nivakurvan till f(z,y) i punkten (z,y) =

(V7 1).

Losning: Gradienten ges av

V= (af 8f> 2xcos<§> 2 cos (1;72)

ox dy) y y>

En formel fér normalen till funktionsytan &r

_ <_3f _of 1)
oz’ oy’

vilket i detta fall i punkten (1/7,1,0) ger

" <_2\/7>rcos7rj7rcos7r’1> ~ (2 —m.1).

1 12

Normalen till nivakurvan ges av gradienten, som i denna punkt &r

VI 1) = (~2v/7, 7).



4. Bestdm det storsta och minsta virdet av f(z,y) = 2° — 3zy + y> pa
kvadraten 0 <z <2, 0 <y < 2.
Losning: 1 det inre av kvadraten maste ett eventuellt extremvérde
antas i punkter dir Vf = 0. Vi far 0 = Vf = (322 — 3y, —3z + 3y?),
vilket ger 2 = y och x = y? = . Alltsé giller 0 = 2* —z = z(23 - 1)
med reella nollstillen 2 = 0 och 2 = 1. Dessa ger i turordning y = 0% =
0 och y = 12 = 1, sa vi far en kritisk punkt i det inte av kvadraten,
namligen (1,1).
Av symmetriskil géller att f(¢,0) = f(0,t) och f(¢,2) = f(2,t), sa vi
behover bara kolla tva av randstyckena. For den forsta av dessa har vi
g1(t) = f(t,0) = 3, som saknar maxvirden i sitt inre. For den andra
har vi go(t) = f(t,2) = t3 — 6t + 8. Derivatan ger gj(t) = 3t> —6 = 0
som ger ¢t = V2.
Alltsd #r (v/2,2) och (2,v/2) punkter som #r virda att underskas.
Kritiska punkter &r saledes (1,1), (v/2,2) och (2,1/2) samt hérnen.
Beriiknas virdet i dessa punkter far vi f(1,1) = —1, f(v/2,2) =
F(2,V2) = 8-2v2, £(0,0) = 0, £(0,2) = f(2,0) = 8 samt f(2,2) = 4.

Storst ar alltsa 8 och minst —1.

4 g2
/ / y cos(z”) dz dy.
y=0Jz=/y

Losning: Integralen 16ses genom att byta integrationsordning. Omradet
begrénsas (rita figur) av kurvorna = /y, * = 2 och y = 0. Vi skriver
om x> /y till y < 22 och kan sedan losa integralen som f6ljer.

4 2 2
/ / y cos(x”) dz dy /
y=0 Jz=\/y =0
2 2 x
—/ [ycos(f)} dz
x=0 2 0

1 2
= 2/ z* cos(2°) dz

5. Berakna

CC2
/ Yy cos(x5) dy dz
y=0
2

=0
= { w=2" du=52zdz }
1 32
= — cos(u) du
10 J,—o
o 1 . 32 Sln(32)



6. Kroppen K ges av x? + y2 +22< 1,2 <0,z > 0. Berdkna

J[[=av

Losning: Vi gar over till sfiriska koordinater. I detta fall har vi 0 <
p<1,7/2<6<3m/20ch0<¢<m7/2. Vifar

1 3n/2  pw/2
/// xdV = / / / pcos() sin(p)p? sin(p) dp df dp
K p=0 JO0=m/2 Jp=0

1 37/2 /2 1— )
:/ p? dp/ cos(6) d9/ Mdgp
p=0 9=r/2 =0 2

- m @ |2 - =) />

1

= (-1-1) (%H}—o-o):%.

7. Beriikna arean av den del av sfiren 22 + y? + 22 = 4 som ligger inuti
cylindern 22 4 y? = 1 och ovanfor ay-planet, det vill siga z > 0.

Losning: Arean ges av

= e ()« (5) o

dir D ges av 22 + 32 < 1 (cylindern) och z = \/4 — 22 — y?2 (sfiren).
Vi far

0z —x
och
0z —y
oy~ i
vilket ger

1+ 9z 2+ 9z 27 (4—a?—y?)+a24+9y2 2
Ox oy) 4 — a2 — 2 N7y



Arean blir saledes

2
A:// / / dr d
D\/4—$2—y 0= ro4—7“2

{t=4—7r% dt = —2rdr}

21
= —A4r /t:4 2—\/% dt
]
= —4r(V3 —2) =42 - V3)m.
8. Berdkna kurvintegralen

/F(a:—i—y)da:—i—(x—i-y)dy,

lings y? = 23 fran (0,0) till (1,1).

Losning: Denna uppgift kan 16sas pa flera sdtt. Om vi parametriserar
med z =t och y = t3/2 far vi dz = dt och dy = 3v/t/2dt. Vi far att ¢
gar fran 0 till 1. Darmed kan integralen skrivas

/(x—i—y)dx—i—(ac—i—y)dy—/l ((E+13/2) + (£ + £3/2)3v/2/2) dt
T

1
/ t+t3/2 < M) dt
t=0 2

! 5t3/% 31
= b+ | dt

t=0
~[Feeneg),
2 0
1+ 1_2
2 2_ ’

Alternativt kan vi konstatera att filtet F(x,y) = (z + y,z + y) &r
konservativt, eftersom

ory 1= oF,

or Oy’
och da ar vi fria att byta vig. Parametriseringen x = y = t ger dz =
dy = dt och integralen

1
/(a:+y)da:+(a;+y)dy:/ 4t dt = [2t2](1):2_
r 0
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9.

Ett tredje alternativ &r att berdkna potentialen @ till F. Vi far

0D 22
prng F = — @ = — .
sry=R=5" = (z,v) 5 + 2y + 9(y)

Ur detta far vi

0P y?

w+y=F2=éTy=w+g’(y) = Jy) =y = gy = 50
vilket ger
2 2

x
@(m,y)z;%—xy—l—%—l—c.

Alltsa har vi

1 1
/(:c—l—y)d:p—i—(x—l—y)dy:q)(l,l)—<I>(O,O):2+1+2—O:2.
I

(a) Visa att om @ &r en egenvektor till matriserna A och B sa ér x
en egenvektor till matrisen AB.

(b) Antag att x &r en egenvektor till matriserna B och AB och att
dess egenvirde for matrisen B inte &r noll. Ar det sant att @ da
blir en egenvektor till A?

(c) Antag att x dr en egenvektor till matriserna A och AB och att
dess egenvirde for matrisen A inte &r noll. Ar det sant att x da
blir en egenvektor till B?

Lésning:
(a) Antag att Az = \jx och Bz = \x. Da foljer
(AB)x = A(Bx) = Al = Ao Ax = o\,
vilket visar att & ar en egenvektor till AB med egenvirdet A\jAs.
(b) Vi antar att (AB)x = A\jx och Bx = Az, didr Ay # 0. Da f6ljer

Am_A)\Q.’E_ABCC_ﬁm
o A N

sa A har egenvektorn & med egenvirdet Aj/Ag.
(c) Sétt

och B =

N

|
O =
O =
o O O
= o O
o O O
O O O



Fér vektorn (1, —1,0)T giller da att Az = 0 och ABx = 0 men
Bz = (1,0,0)T # Azx. Alltsa ir = inte en egenvektor till B, trots
att den dr en egenvektor till A och AB.

10. En glass-strut med hojd h och dppningsradie R fas (med 6ppningen
nedat) genom att rita funktionsytan

T

Dess volym ges av V (h, R) = whr? /3 och dess mantelarea av A(h, R) =

TRVh? + R%.

(a) Antag att vi vill minimera mantelarean fér en fixerad volym V.

Vilket blir da sambandet mellan h och R?

(b) Hérled formeln for antingen volymen eller mantelarean.
Losning:

(a) Vi ska minimera funktionen A(h,R) = wRvVh?+ R? givet att
V(h,R) — Vo = thR?/3 — Vi = 0. Vi definierar dérfor Lagrangi-
anen

= 7R\ W2+ R2 + \(thR?/3 — V).

Genom att sidtta VL = 0 far vi ekvationerna

ThR n AT R? _0
VhZ + R2? 3
7 R? 2\ThR
m/h2+R2+m+ 3 =0
ThR? B
T =

0

Forlanger vi den forsta av dessa med 2h och den andra med R far
de en gemensam term, nimligen 2A\hR?/3. Subtraherar vi sedan
den andra forlangda ekvationen fran den forsta far vi

27h?R TR3
————TRVIE2+ R~ ———= =0
Vh? + R? Vh?+ R?



Eftersom mR/vh + R? # 0 kan vi forkorta med den faktorn, vil-

ket ger
0 =2h? — (h? + R?) — R?> = h* — 2R?,

och dirur foljer h = /2R.

(b) I polédra koordinater ges volymen av

27 R
r
V:/ / h{l——=)rdrdd
6=0 Jr=0 ( R>
R 7"2
= 27h ——|d
W/O ( R) ,

r2 30 R> R®\ nhR?
=2th|— — —| =2rh|— —— | =
" {2 31%}0 " ( 2 3 ) 3
For mantelarean berdknar vi
02\ 2 A 02\ 2
ds = — — — .
\/<ax> i <ay> i (6)
Har har vi
% B hx
0r  R\/22 + 42
och
9z _ My
0y  R\/x2+ y2'
Detta ger
h2p2 h2y2 h2
ds = 1=1/—= +1.
\/Rz(a:2 +4?) * R%(2% 4+ y?) * R

Vi far alltsa arean

A= / / ds
x2+y2§R2
2
= // \/ h—2 +1dA
x2+y2§R2 R

h2
= wR%/ﬁ +1=naR\Vh?+ R2,

dér vi utnyttjat att arean av en cirkel med radie R &r 7R2.



11. Beriikna flodet av vektorfiltet F(z,y, z) = (23y, vz, yz3) ut ur omradet
begransat av 22422<1,0< y <1,z >0,z >0.Berikna ocksa flodet
genom den del av begrinsningytan till omradet som ges av 22+22 = 1.

Losning: Vi ska finna flédet ur ur ett omrade och kan séledes anvinda
Gauss sats. Vi har

V- F =322y + 0 + 3y2? = 3y(a® + 2°).

Eftersom bade omradet och integranden uppvisar cirkulirsymmetri
kring y-axeln definierar vi poldra koordinater kring y-axeln. Vi sdtter
x =rcos(f) och z = rsin(f), med grinserna 0 < 6 < 7w/2 o0ch 0 <r <
1. Med dessa forberedelser far vi, med K som beteckning fér omradet,

// (23y,z2,y2%) -ndS = /// 3y(a? + 22)dV
K K
1 m/2 1
=3 / / / yr?rdr de dy
y=0J0=0 Jr=0
1 /2 1
:3/ ydy/ d0/ r3dr
y=0 =0 r=0
3 3

0
-5 L5
2 | 2],14], 16

For att sedan beriikna flodet genom den angivna sidan drar vi bort
flodet genom de andra sidorna fran hela flodet ut ur omradet. Flodet
genom de fyra aterstaende sidorna berdknas som foljer.

Sidan i xy-planet, som ges av 2z = 0,0 < ax <1 och 0 <y <1, har
utatriktad normal n = (0,0, —1). Vi far F - n = —yz3 = 0, eftersom
z = 0. Darmed gar inget fldde genom denna sida. Pa samma sétt blir
flodet genom sidan i yz-planet noll, eftersom vi déar har x = 0 och
F-n=F (-1,0,0) = —23y = 0.

For de tva sidorna parallella med xz-planet har vi normalerna (0, —1,0)
for y = 0 och (0,1,0) for y = 1. Flodet genom sidan given av y = 1 blir
d&, dar D betecknar omradet givet av 22 + 22 <1, 2 > 0 och z > 0,

//DF-(O,—l,O)dA://D—a:sz,

och flédet genom sidan given av y = 1 blir

//DF'(O,l,O)dA://szdA.

9



Summan av dessa blir noll och flodet genom sidan given av 22 + 22 = 1
blir saledes samma som totala flédet ut ur omradet.
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