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1. Betrakta baserna

= {(1)( )
= {(2)( )

(a) Bestdm basbytesmatrisen P fran By till By. (Tips: Utnyttja stan-

dardbasen)

(b) Vektorn w skrivs i basen B; som

[w]Bl—<§>-

Bestam denna vektor uttryckt i basen Ba, det vill siga [w]p,.
Observera att denna uppgift gar att 16sa utan att ha bestdmt
basbytesmatrisen, &ven om detta underlédttar.

och

Lésning:

(a) Den matris som byter fran B till standardbasen ges av matrisen
med basvektorerna som kolonner, det vill sdga

2 4
ne(2 1),

Den matris som byter fran standarsbasen till By ges av inversen
till motsvarande matris for Bs, det vill séiga

pi_ (3 -1 14
2 "l 1 “\2 -3 )



Basbytesmatrisen fran By till By fas nu genom att forst byta till
standardbasen och sedan till By, vilket ger

o, (1 1 2 4\ [ 0 5
P=r Pl_(2—3>(2—1>_<—2 11>‘

(b) Vi multiplicerar med basbytesmatrisen och far

[w]BQZP[w]&:(g 151)><§>:<£)

Kontrollera gérna att svaret dr korrekt genom att beridkna w i
standardbasen utgaende fran bade [w]p, och [w]p,.

2. Diagonalisera matrisen

ortogonalt.

Lésning: Egenvardena beridknas genom

0 = det(A — AI) :‘ 6:; 3_—2)\ ‘
=(6-N(3B-X) -4
=X -9+ 14
=(A-2)(A 7).

Egenvérdena dr saledes 2 och 7. Ekvationerna (A — AI)v = 0 for dessa
virden 16ses av v1 = (1,2)T och vy = (2, —1)T. Dessa ir ortogonala,
och normeras genom att delas med /5. Alltsa géller

HGDGNHE

s\l2 -1 ) o 7)) \2 -1 )

3. Genom varje punkt (x,y, z) = (a, b, 1/ab) pa funktionsytan z = f(z,y) =
1/zy gar ett tangentplan (antag a > 0, b > 0). Varje tangentplan bil-
dar tillsammans med koordinatplanen x = 0, y = 0 och z = 0 en
tetraeder. Lat xy vara skdrningspunkten mellan tangentplanet och z-
axeln och definiera yg och zy pa4 motsvarande sétt. Da ges volymen av

tetraedern av V' = zy020/6. Bestdm volymen av tetraedern. I vilken
punkt (x,y,z) = (a,b,1/ab) blir volymen storst?



Lésning: Vi deriverar och far f{ = —1/x%y och f§ = —1/xy?. Tangent-
planets ekvation &r

1 —1 —1 2 x Y

e e @)ty —b) == — = Y
i ab aQb(x CL)—i_abQ(y ) ab  a?b  ab?

For att berdkna z( sétter vi y = z = 0 och far

12
ab  ab a2V’

vilket ger o = 3a. Pa samma sitt far yo = 3b och zp = 3/ab. Sam-
mantaget har vi alltsa
327

1
V—6‘3a~3b~ab 5

Volymen &r alltsa oberoende av vilken punkt pa kurvan vi véljer!

. Bestdm det storsta och minsta virdet av f(z,y) = zy(1 — x — y) pa
kvadraten 0 <z <1, 0 <y < 1.

Losning: 1 det inre av kvadraten maste ett eventuellt extremvérde
antas i punkter dir Vf =0. Vifar0 =V f = (y(1—x—y) —zy),x(1—
z—y)—zy) = (y(1 -2z —y),x(1—x—2y)). Eftersom z = 0 eller y = 0
enbart ger punkter pa randen eller utanfér omradet antar vi x,y > 0
och far da 1 = 2z 4+ y = = + 2y, med enda l6sning = y = 1/3. Denna
punkt ligger i det inre och ger funktionsvérdet f(1/3,1/3) = 1/27.
Av symmetriskél giller att f(t,0) = f(0,t) och f(¢t,1) = f(1,t), sa vi
behover bara kolla tva av randstyckena. For det forsta av dessa har vi
g1(t) = f(t,0) = 0. For det andra har vi go(t) = f(¢,1) =t(1—t—1) =
—t2. Derivatan ger gj(t) = —2t = 0 som saknar 16sning for 0 < ¢ < 1.
Kritiska punkter &r saledes (1/3,1/3) och hornen. Vi ser direkt att tre
horn ger funktionsviirdet 0 och det fjarde ger f(1,1) = —1. Alltsa &r
maxvérdet 1/27 och minvérdet —1.

. Lat T vara triangeln med hérn i (0,0), (2,0) och (1,1). Berékna

// (1+z+y)?

Lésning: Omradet &r tdltformat (ruta figur!). Om vi véljer att inte-
grera med x ytterst maste vi dela upp integralen i tva delar med olika



granser. Vi viljer darfor att ha z innerst och hoppas att integranden
blir hanterlig. Gréinserna i z-led blir da x =y och z = 2 — y.

Vi far
dA /1 /M 1
- = ———dxdy
//T(1+x+y>2 y=0Joey (14+z49)?
1 2—y
d
0[14—:1:—1—@/] 4
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6. Berikna volymen av omradet som begrinsas av (z + 1)2 432 < 2 och
0<z<a?+4 y2.

Lésning: Omradet (x + 1)2 + y? < 2 #r en cirkel med radie v/2 och
centrum i (z,y) = (—1,0). Vi 6vergar dérfor till poldra koordinater
med detta centrum, det vill sédga

x=—1+rcosb;

y = rsinf.

Integralen blir da
// (22 + %) dA = / (=1 + rcos )% + 72 sin? §)r dr db
D r= 0

27
/ / (1+ 1% —2cos@)rdrdd

—277/ (r+r)dr—§[2r —l—r]\/i:élﬂ'.
0

Vi utnyttjade ovan att integralen av cos @ blir noll om 6 far 16pa 6ver
en hel period.
7. Berdkna

(e cosz — y) dz + (2zy + arctan y2) dy
v

moturs runt randen ~ till omradet D som ges av 22 < y < .



Losning: Vi anviander Greens formel:

f (e cosx —y) do + (Qxy + arctan y2) dy
.

/ <5)(2xy +arctany?)  9(e®cosx — y)) qA
D

Ox y

1 T
/ (2y+1) dydzx
=0 Jy=x2
! x

[yQ + y] x2 dz

(:L‘2+5673347£L‘2) dx

8. Beriikna flodet av F(z,y, z) = (322, y + sin z, 3% — ) ut genom halv-
klotet 22 + 92 + 22 <1, 2 > 0.

Losning: Vi anvinder Gauss sats och far

//BKF-ndS:///KV-FdV
:///1((322+1—1)dv

/2 T 1
= 3/ / / p? cos® p p?sinpdpdedd
0=—m/2 J =0 J p=0

s 1
=3 / cos? @sin p dep / ptdp
=0 p=0

=5 (5],
=3r —
3 oLd1o

s 2T
= g(l—i- H(1+0)= 5




9. Los initialvirdesproblemet @'(t) = Ax(t) for

30 —2
A=|(04 o],
40 -1

givet att z(0) = (5,3,4)T.

Lésning: Egenvirdena berdknas genom (utveckla lings andra kolon-
nen)

3—A 0 -2
0 4—-A 0
4 0 —1-A

=4 -N(B=N(-1-X)+8)
=(4-NA\=2)\+5)

0 = det(A — AI)

Ett egenvirde ar uppenbarligen 4. De andra ges av losningarna till
andragradsekvationen: A =14++/1—-5=142i.

Vi ser enkelt att egenvektorn till egenviirdet 4 #r (0,1,0)T. Egenvek-

torn till A = 1 4 2i berdknas hér; berdkningen av egenvektorn till
A =1 —2i ar analog och i detta sammanhang inte nédvandig. Vi har
2—-2i 0 -2 0 4 0 —2-2i|0
0 3—2i 0 0 |~ 0 3—-2i 0 0
4 0 —2-2i|0 4 0 —2-2i|0

genom att forlinga forsta raden med 1 + i. En egenvektor blir saledes
(2+2i,0,4)T = (2+2i)(1,0,1—1)T. Den tredje egenvektorn kan skrivas
(1,0,1 +1)T.

Vi anvénder nu e
vérdet 1 4 2i som

1! — cost+isint for att skriva 16sningarna fran egen-

1
0 (cos 2t + isin 2t)) e’
1—14
cos 2t sin 2t
= 0 +1 0 el.
cos 2t + sin 2t sin 2t — cos 2t

Eftersom de reella och imaginéra losningarna dr linjért oberoende kan
bada anvéndas till den fullstindiga 16sningen. Detta ger samma slut-
resultat som om vi adderat hela denna l6sning till 16sningarna fran det
tredje egenvirdet.



10.

Den generella 16sningen av differentialekvationen blir

0 cos 2t sin 2t
z(t)=c | 1 |e¥+]e 0 +c3 0 el.
0 cos 2t + sin 2t sin 2t — cos 2t
Fort =0 fas
5 0 1 0
3 =C 1 + o 0 + c3 0
4 0 1 -1

som loses av ¢; = 3, co = 5 och ¢z = 1. Problemet loses alltsa av

0 5 cos 2t 4 sin 2t
zt)=| 3 |e*+ 0 el
0 4 cos 2t + 6sin 2t

Vi ska tillverka ett akvarium i form av en ratvinklig lada utan lock.
Akvariet ska rymma 54 liter vatten. Bottenplattan gors i metall med
ytdensitet 400 gram per kvadratdecimeter och sidorna i glas med yt-
densitet 100 gram per kvadratdecimeter. Vilken &r den minsta vikten
akvariet kan ha?

Losning: Lat x och y beteckna akvariets langder i horisontalled och z
dess hojd. Akvariets vikt ges da av
w(z,y, z) = 400xy + 2 - 100xz 4+ 2 - 100yz = 200(2zy + x2z + zy).

Vi har dessutom kravet att volymen v(z,y,z) = zyz = 54. Eftersom
detta &r ett optimeringsproblem med bivillkor verkar det vettigt att
anvinda Lagrange.

Lagrangianen blir
L('T’ Y, z, >‘) = w(‘T? Y, Z) - )\(’U(l’7 Y, Z) - 54)
= 200(2zy + zz + yz) — AM(zyz — 54).
Villkoret VL = 0 ger ekvationerna
200(2y + z) = \yz;
200(2z + z) = A\xz;
200(x +y) = Azy;
xyz = 54.



11.

Den forsta minus den andra av dessa ekvationer ger 400(y — z) =
(y —x) Az, vilket ger antingen x = y eller Az = 400. Det senare insatt i
forsta ekvationen ger dock z = 0, vilket inte &r férenligt med zyz = 54.
Alltsa géller x = y, vilket reducerar ekvationerna till

200(2x + 2) = Axz;
400 = Az;

2%z = 54.

De tva forsta kan enkelt slas samman till 200(2z + z) = 400z, som ger
z = 2x. Vi har alltsa 22 = 54 och ddrmed = y = 3 och z = 6.
Efterom vikten vixer obegrénsat om vi later nagon variablerna vixa
sig stor &r detta ett minimum. Minimivikten blir saledes w(3,3,6) =
400 -9 4200 - 18 + 200 - 18 = 10,8kg.

Lat a > 0 och betrakta den kropp som begrinsas ovanifran av sfaren
22 + y? + 22 = 3a® och underifrdn av paraboloiden z? + 3% = 2az.
Vilken area har denna kropp?

Lésning: Kropparnas skarningskurva ges av de punkter som uppfyller
bada ekvationerna. Vi sétter in paraboloiden i sfaren och far 22 +2az —
3a%? = 0, vilket ger z = —a £+ Va? + 342 = —a + 2a. Paraboloidens
ekvation tvingar z att vara icke-negativ, sa vi far z = a. D& giller
saledes 22 + y? = 2a°.

a= [l (2) - (5) o

dar D ges enligt ovan. For paraboloiden har vi

Arean ges av

0z x

dr  a
och

0z y

dy o
vilket ger




Arean blir da, efter 6vergang till poléara koordinater

21 rv/2a 2 V2a r2
/ / 1—|—2Tdrd9:27r/ 1+—2rdr
0 0 a 0 a

{t= r?/a?, dt = 2r/a? dr}

2
:7ra2/ V1+tdt
t=0
2
2(1 + )3/ 2ma’
= 1a’ Chal) == (3v3 —1).
3 3
0
For sfiren far vi, genom att skriva z = y/3a2 — 22 — 32,
Oz —x
Or  \/3aZ — 22 — 2
och
9z _ —y
dy \/3a2—$2—y2’
vilket ger

1+ 0z 2+ 0z 2 (Ba2— a2 —y?) f a2+ y? V3a
ox oy) 3a2 — x2 — 92 o 302 — 22 — 2

Denna area blir da

\[ 27 \/ia r \[ \/ia r
3a ————drdf = 2v3ma —dr
/0 0o V3212 0 V3R 1%

{t =3a®—7r?, dt = —2rdr}

3a?
= V37a —dt
a? \/'E

- o
= 2v/37a(V3a — a) = 2ma*(3 — V3).

Vi slar ihop dessa och far arean

(3V3—1) +2ma2(3 — v3) = ma®(2v/3 - 2/3+6 — 2V/3) = 16;:“2.

27a?

3




