Minsta-kvadratmetoden.

Analys och Linjar Algebra, del C, K1/Kf1/Bt1, vt10

1 Minsta kvadratmetoden

Ett ofta forekommande problem inom teknik och vetenskap &r att koppla samman métdata
med en formel eller kurva som man vill verifiera eller bygga upp.

Ett klassiskt problem &r att anpassa en rit linje y = a + b -t till givna métdata (¢;,y;), i =
1...n. Hur skall vi vélja a och b? Vi kan ju inte fa den rata linjen att ga igenom mer &n hogst
tva punkter. Problemet vi skall 16sa dr foljande 6verbestdmda ekvationssystem
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(det &r a och b som &r de obekanta!) Pa matrisform,
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Grundiden i minsta-kvadratmetoden &r att projicera vektorn y pa kolonnrummet for ma-
trisen A (Col(A) ) och sedan losa ekvationen Ax = p dér p dr projektionen. Pa sa vis erhaller
vi en l6sning & dér avstandet ||AZ — y|| 4r det minsta méjliga och viljer vi nu a = @1, b = 2

n

sa har vi minimerat summan av kvadraterna pa avvikelserna: Z(a + bt — )2

i=1
Losningen & till problemet Ax = p ovan sidges vara minsta-kvadratlosningen till det ursprung-
liga ekvationssystemet Ax = y. Vi finner den genom att 16sa den sa kallade normalekvationen,

(se Lay kap. 6.5, sats 13 och 14),
AT Az = ATy (1)

(Notera att vi inte behéver bestimma projektionen p for att bestdmma x.)
Lat oss nu bestdmma den réta linje som i minsta-kvadratmening ar bast anpassad till foljande

data:
t| -1 012 34 6 7

y|[-075 03 3 4 56 7 64 84
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I MATLAB l6ser vi (1) med kommandot \

och normalekvationen ar

> td=[-1012346T7]"; % t-data
>>yd=[-.75 .33 45.67 6.4 8.4]’; % y-data

>> A = [ones(size(td)) td]; % Designmatrisen
>> x = A\y; a=x(1); b=x(2);

Vi kan nu rita upp foljande figur
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Figur 1: Vi mininmerar summan av kvadraterna pa de lodréta strickorna.

Det kvadratiska medelfelet, den genomsnittliga avvikelsen, ges av

¢ =|lAZ —yll/vn

dér n &r antalet métdata.
I vart exempel s ér ||[A% — y|| = 2.78 och € = 2.78/v/8 = 0.98. Féljande kommandon i
MATLAB ger oss dessa resultat:

>> S = norm(A*x - y);e=S/sqrt(8);

Ovning 1. Antag att variablerna ¢ och y uppfyller att y = a + b - t. Fér att betimma
koefficienterna a och b utfor vi métningar av ¢ och y:



t |5 6 7 8 9 10
y | 19.5888 | 23.4043 | 25.5754 | 29.1231 | 31.9575 | 35.8116

Tabell 1: Méatvéarden av y for vissa t.

a) Los normalekvationen (1) med minsta kvadratmetoden i MATLAB . Bestdm ocksa kvadratiska
medelfelet.

b) Plotta datapunkterna (¢;,y;) och den anpassade funktionen y = a + b -t i samma figur.

2 Tillampning, Arrhenius ekvation

Ovning 2. Arrhenius ekvation lyder k = kge—&/(ET),

a) Bestdm konstanten kg och kvoten E/R fran informationen i tabell 2. Detta gor vi genom
att logaritmera ekvationen sa att en linjér relation mellan y = In(k) och ¢t = 1/T erhalls.
Denna blir pa formen y = a+b-t. Anviind Tabell 2 till att generera datapunkter (¢;,y;),
dar t; = 1/T; och y; = In(k;). Bilda ett linjart ekvationssystem och 16s det med minsta
kvadratmetoden. Bestdm ocksa kvadratiska medelfelet.

b) Plotta datapunkterna(t;,y;) och den anpassade funktionen y = a + b -t i samma figur.

TIK] | 343 353 363 373 383 393 403
k[s71] [ 2.8107° | 5.6 107> | 11.2 107° | 22.4 107> | 44.8 10~° | 89.6 107> | 179.2 10~°

Tabell 2: Data till Arrhenius ekvation.

3 Allméin formulering

Harnist skall vi bestamma den kurva

y=ci- fit)+ca- folt)+...+cr- filt)

(dar fi1, f2, ... fr ar kidnda funktioner),

som i minsta kvadratmening &r bést anpassad till givna méitdata
t \ ti ty ...ty
yly v .

Matrisformuleringen av det 6verbestdmda ekvationssystem vi intresserar oss for ges av

t t1 1 c1 Y1
I A R R
t, t, tn Ck Yn

A (designmatrisen) Y
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Precis som tidigare finner vi minsta-kvadratlosningen genom att l6sa normalekvationen (1).
Lat oss aterga till vart forsta exempel ovan och istéllet anpassa ett andragradspolynom,
Yy = ¢ +cg -t +cy-t?, till givna mitpunkter. Har ar fi(t) = 1, fo(t) = t, fa(t) = t2
och designmatrisen A och minsta-kvadratlosningen skapas i MATLAB pa liknande sétt som
tidigare

> td=[-1012346T7]; % t-data

>>yd = [-.75 .33 45.67 6.4 8.4]"; % y-data

>> A = [ones(size(td)) td td."2]; % Designmatrisen

>> x = A\y; % Minsta-kvadratldsningen
>> n=length(td) ; % Antalet mitdata

>> e = norm(A*x-yd)/sqrt(n); % Kvadratiska medelfelet

Vi kan nu rita figuren
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Figur 2: Vi mininmerar summan av kvadraterna pa de lodréta strickorna.

Ovning 3. .

a) Anpassa ett tredjegradspolynom till méitdata i 6vning 1. Plotta datapunkter och den
anpassade kurvan i samma figur och ange kvadratiska medelfelet.

b) Los uppgift 6.6.10 i Lay. Rita figur i MATLAB !

c¢) Los foljande problem bade for hand och med hjilp av MATLAB . (Uppgiften gavs 2006
som tentamensuppgift pa Z-linjen)
Anpassa med hjilp av minsta kvadratmetoden en andragradskurva y =a+b-t+c-t2
till foljande data
t|-2 -1 0 1 2
y| 5 0 0 -2 1

Berikna kvadratiska medelfelet och rita till sist en beskrivande figur.




