Losningsforslag till 6vningsdugga 1, ALA C 2009/2010

1. a) Vektorn x dr uppenbarligen nollskild sa det vi skall kolla &r att
x uppfyller ekvationen Ax = Ax for nagon skaldr A. Vi rdknar:

2 2 -9 1 -2 1
Ax=14 0 -9 -2 | = 4 [ =-2| -2 | =—-2x.
0 0 -2 0 0 0

Alltsa ar x en egenvektor och tillhorande egenvirde ar —2.

b) Egenrummet horande till egenvirdet —2 dr per definition under-
rummet H = {u; Au = —2u}. Annorlunda uttryckt, det aktuella
egenrummet dr nollrummet till matrisen

4 2 -9
A—(-I=|4 2 —9
00 0

Nollrummet till denna matris berdknas latt med radreduktion.
Man far tva fria variabler; egenrummet &r alltsa 2-dimensionellt!
Man ser ocksa latt att H kan skrivas

1 0
H = span -2 1,19
0 2
2. Definiera matrisen
2 4 5
B = [u1 U Ll3] = 3 5 7
5 3 9

Det finns (minst) tva sétt att 16sa uppgiften. Antingen kan vi observera
att H nu dr detsamma som Col (B) och bestdimma en bas f6r Col (B)
pa standardséttet.

Vi kan ocksa resonera pa foljande vis: Vi borjar med att underscka
om ui, ue och ug ar linjart beroende, dvs. om vi kan hitta en noll-
skild vektor ¢ = [c1 e c3]T sadan att cjuy + coug + czuz = 0. Detta
dr detsamma som att hitta en icke-trivial 16sning till den homogena



3.

ekvationen Bc = 0. Vi loser ekvationen med radreduktion och ser att
t.ex. [31 — 2] &r en 16sning. Alltsa dr uj, uy och ug linjirt beroende.
Dimensionen for H kan alltsa inte vara storre #n 2! A andra sidan
ar det uppenbart att t.ex. u; och ug &r linjért oberoende (ingen av
dessa vektorer kan skrivas som en skaldr ganger den andra vektorn).
Slutsatsen &r att H &r genererat av (t.ex.) uj och uy samt att uy och
uy &r linjirt oberoende. Alltsa &r {u;,us} en bas for H!

a) Lat g1 = 1 +t, go =t + 1% och g3 = 1 + t2. Vi skall visa att
vektorerna gi, g och g3 &r linjért oberoende och att de genererar
hela P.

Linjdrt oberoende: Vi skall alltsa visa att om a1g1+asga+asgs = 0
sd maste a; = as = az = 0. Antag alltsa att a1 g1 +asg2+azgs = 0.
Da ar
0=aig1 +axg2 +azgs = ai(l+1t)+as(t+1*) +as(l+t?)
= ay + a3+ (a1 + a2)t + (ag + az)t?.

T.ex. eftersom % dr en bas maste nu a; +az =0, a1 +as =0
och as 4+ a3 = 0. Detta betyder att

1 01
110 as | =0. (1)
0 1 1 as

Beteckna matrisen i ekvationen ovan med P. Man beréknar latt
att det P = 2. Alltsa har ekvationen (1) bara den triviala 16sning-
en 0 och foljdaktligen &r g1, go och g3 linjédrt oberoende.

Genererar: Faktum &r att vi redan vet att g1, g2 och g3 genererar
Py: Eftersom g1, g2 och g3 &r linjart oberoende genererar de ett
underrum av Py av dimension 3. Men Py har sjélv dimension 3 sa
det enda 3-dimensionella underrummet ar Py sjalvt!

Om man kénner sig osidker pa detta resonemang kan man kolla
direkt g1, g2 och g3 genererar Py pa foljande vis: Vi vill visa att
ett godtyckligt polynom p = by + bot + bst? i Py kan skrivas som
en linjarkombination av gy, go och g3, dvs. att det finns skalérer
c1, co och cg sa att

by + bot + b3t = cig1 + cago + c393

cr(1+1) +ca(t + 1) + c3(1 + %)
= c1+c3+ (e + )t + (co + c3)t2.



Detta kan skrivas som

b1 1 0 1 (&)
b2 = 1 1 0 C9 . (2)
bs 01 1 cs

Matrisen P dyker upp igen! Vi har att det P = 2 # 0 sa vi kan
invertera P och hitta en 16sning [c1 ca c3]T = P71[by by b3]T till
ekvationen (2).

Faktum &ar att basbytesmatrisen Pz ¢ vi stker &r matrisen P
ovan: Vi vet att forsta kolonnen i basbytesmatrisen Pg. ¢ &r ko-
ordinatvektorn, [g1]#, for g; relativt basen .#. Men g1 = 1+t
sé [g1]#7 = [1 10]7. P4 samma sitt &r andra respektive tred-
je kolonnen i Pz._ ¢ koordinatvektorerna [go]#z = [0 1 1] och
93]z = [1 0 1]7.



