Losningsforslag, tenta: 2010-08-28
Analys och linjar algebra K Kf Bt, del C

1. Eftersom 22 +9* <2 om —1 <2 <1 och —1 <y <1 sa ligger grafen till f(z,y) =
2 — 2% — y* ovanfor kvadraten Q i zy-planet. Enligt tolkningen av dubbelintegral kan
den onskade volymen berédknas som
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= / 10/3 — 2y* dy
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= [10y/3 —2y°/5]', = 88/15.

2. Egenvirden och tillhérande egenvektorer till matrisen

B

beréknas pa standardsétt (se d&ven uppg. 5). Man far
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Allménna 16sningen till systemet av differentialekvationer blir alltsa
x(t) = C [ _} } e + Oy [ i } e 3.

Konstanterna C; och Cy bestéims av begynnelsevillkoret x(0) = [3 3]7. Det ger ekva-

tionssystemet
31 | -1 2 Ch
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som har 16sning C = 1, Cy = 2. Losningen till begynnelseviardesproblemet &r alltsa
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3. a) Funktionen vixer fortast i gradientens riktning. Gradienten av f &r
Vf = (0f/0z, 0f/9y, 0f/0z)
= (sin(y® — 2%), 2y cos(y* — 2%), —3zz cos(y* — 2%)).

I punkten a = (1,1, 1) blir alltsa gradienten V f(a) = (0,2, —3). Den normalis-
erade riktning i vilken f vixer fortast #r (0,2, —3)/v/13.

b) Eftersom u har lingd 1 kan den stkta riktningsderivatan beréknas enligt
D.f(a) =Vf(a)-u=0-2/3+2-2/3-3-1/3=1/3.

¢) Ytan Y &ar nivaytan till f i punkten a sa Vf(a) ar vinkelrdt mot det sokta
tangentplanet. Ekvationen for tangentplanet kan dérfor skrivas

0=Vf(a)-(x—a)=0-(z—1)+2(y—1)—3(z—1),
som kan forenklas till 2y — 3z = —1.

4. Vi byter till poldra koordinater:

P = VAR
0

= arctan(y/x).
Da #r y?/x* = tan @ och dxdy = rdrdf. Sa dubbelintegralen blir
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= /T—l [7“ - tan 9} Hz‘édr
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= /7:1 rdr = [T2/2] 3:1 30,

5. a) Karaktéristiska ekvationen for A dr 0 = det(A — AI), som i vart fall blir

-1-X -1 1
0 = det 0 3—A -2
0 3 —2-A

= (-1=X(B=MN)(-2=X)+6) ==-AA+1)(A—-1).

b) Egenvirdena till A fas genom att losa den karaktéristiska ekvationen och &r
alltsa Ay = —1, Ay = 0, A3 = 1. Egenrummet horande till \; berdknas genom
att 1osa det linjdra ekvationssystemet (A — \;1)x = 0. Efter radreduktion far vi
att egenrummen horande till Ay = —1, Ay = 0 och A3 = 1 respektive &ar
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Eftersom egenvektorer horande till olika egenvérden &r linjart oberoende ar t.ex.

0 1 1
1], |21, |o
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tre stycken linjart oberoende egenvektorer till A.
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Minsta-kvadratlosningen till ekvationssystemet Ax = b &r 16sningen till normalekva-
tionerna,

ATAx = ATb. (1)
Vi raknar:
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Normalekvationerna (1) blir alltsa
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som loses t.ex. med radreduktion. Losningen blir

-1
X = N E
7. Vi borjar med att leta efter kritiska punkter till f i D, dvs. punkter i vilka V f = 0.

Vi har att
Vf= (4x+y2 —1,2xy),

sa vi skall 16sa ekvationssystemet

e+t -1 =
20y = 0.



Den andra ekvationen betyder att = 0 eller y = 0. Om x = 0 sédger den forsta
ekvationen att y = =+1, vilket ger punkterna (0,41) som ligger pa randen av D;
randpunkter bryr vi oss inte om &nnu. Om déaremot y = 0 séger den forsta ekvationen
att « = 1/4, vilket ger oss den kritiska punkten (1/4,0).

Vi undersoker nu randen till D. Randen parametriseras av (cost,sint), 0 < t < 27,
sa vi soker kritiska punkter till

g(t) = f(cost,sint) = 2cost + cost(sin’t — 1) = 2cos’t — cos’ t,
pa intervallet ¢ € [0, 27). I sadana punkter ar ¢'(¢t) = 0, dvs.
0= —4costsint + 3cos’tsint = — costsint(4 — 3cost).

Alltsa maste cost = 0 (dvs. t = 7/2,37/4) eller sint = 0 (dvs. t = 0,7) eller
cost = 4/3, som saknar 16sning. De kritiska randpunkterna blir

(cos0,sin0) = (1,0),

(cosm/2,sinm/2) = (0,1),
(cosm,sinm) = (—1,0),
(cos3m/4,sin3w/4) = (0,—1)

Tillsammans med den inre kritiska punkten (1/4,0) har vi alltsa fem kandidater till
max- resp. minpunkter:

f(1/4,0) = =178,
f,0) =1,
f0,1) =0,
f(=10) = 3,
f0,-1) = 0

Vi ser att storsta vardet &r 3 och att minsta virdet &r —1/8.

. Lat ~ vara linjestycket som borjar i (1,1) och slutar i (—1,1). Da & C' + v en kurva,
genomlépt medurs, som innesluter ett omrade D C R% Enligt Greens formel géller

/ F.-dr = //@—@dxdy
C+vy
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Kurvan —v kan parametriseras som x = t, y = 1, diar —1 <t < 1. Sista integralen i
(2) kan da beréknas enligt

L dx dy | 1
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9. Se beviset av sats 5.3:5 1 Lay.



