TRIPPELINTEGRALER

Vi definierar trippelintegraler genom att folja samma monstret som
for dubbelintegraller: vi definierar forst trippelintegral av en funktion
f(x,y,z) pa ett axelparallellt rdtblock A med hjidlp av Riemannsum-
man R(f, P), diar P &r en indelning av A i axelparallella delblock; denna
integral utvidgas sedan steg for steg tills man har integraller av formen

///Df(w,y,z)dV

med kontinuerlig f(z,v, z) och relativt allmint omrade D C R3.

Trippelintegraler 6ver speciella omrade.

Om D é&r en axelparallell ratblock: D = {(z,y,2) :a <z <bc<y<
die < z< f};sa

///Df(x’y’ ?)dadydz = /: (/d ([f(x,y,z)dz> dy) dz,

(z, y, z far byta rollerna).

Om D = {(z,y,2) : a(z,y) < z < B(x,y),(x,y) € E}, (E &r proektionen
av D pa xy-planet) «, § dr kontinuerliga , sa

f(z,y, z)dxdydz = ﬁ(xyy)f(a:,y,z)dz dxzdy,
D E \Ja(zy)

(z, y, z far byta rollerna).

Om D = {(z,y,2) : a < x < b,(y,2) € Ey}, (Ey &r snittet mellan
kroppen D och planet = = konst) sa

f(z,y, 2)dzdydz = b f(z,y, 2)dydz ) dz,
D a E;

(z, y, z far byta rollerna).

Variabelsubstitution

Antag att © = z(u,v,w), vy = y(u,v,w), z = z(u,v,w) dr en 1 — 1
avbildning av ett omrade E i uvw-rummet pa omrade D i zyz-rummet.
Antag att funktionerna z = x(u,v,w), y = y(u,v,w), z = z(u,v,w) och
deras partiella forsta ordningens derivator ar kontinuerliga.

Om f(x,y, z) ar integrerbar pa D sa &r

[ ] ] sty

:///Ef(x(“»v’w)’y(u,v,w),Z(uav,W))‘m dudvdw




VEKTORFALT

Ett vektorfilt i planet dr en funktion F : R? — R?

F(x,y) = f(x, )i+ g(z,y)j

Vi uppfattar (z,y) som en punkt i planet och F(x,y) som en vektor i
planet. For att askadligora vektorfiltet viljer vi ett antal punkter (z;, ;)
och avsétter vektorerna F'(z;,y;) i respektive punkter.

Filtlinjerna till ett vektorfialt dr kurvor vars tangenter dr parallella
med vektorfiltens vektorer.
Alltsa om (a, b) dr en punkt i definitionsméngden till vektorfiltet F'(z,y) =

f(z,y)i+g(x,y)j sa blir en filtlinje genom denna punkt en kurva r(t) =
(z (t),y( )) sadan att

e (a,b) =r(ty) = (x(ty), y(to)) for nagot to;

e i varje punkt (z(¢),y(t)) pa kurvan dr kurvtangenten z’(¢)i+y/'(t)j
parallell med féltsvektorn f(z(t),y(¢))i+g(z(t), y(¢))j i denna punkt,

dvs
dx

&
Y

dt
Faltlinjerna &r alltsa losningarna till den differentialla ekvationen

dx dy

flzy)  glz,y)

Ett vektorfilt F(x,y) = f(xz,y)i + g(z,y)j med definitionsméngd D
kallas konservativt om det finns en funktion ¢(x,y) definierad pa D
sadan att

Vo(z,y) = F(z,y) for alla (z,y) € D.
Funktionen ¢(z,y) kallas potential till F(z,y).

Ett nédvindigt vilkor for ett konservativt vektorfilt i planet
Om F(z,y) = f(z,y)i+g(x,y)j har kontinuerliga partiella derivator och
ar konservativt i D sa maste gélla att

0 0

i alla punkter (x,y) € D.

Nivakurvorna ¢(z,y) = C kallas ekvipotentialkurvor till F(x,y). Ef-
tersom V¢(xo,y0) dr en normalvektor till kurvan ¢(x,y) = C genom
(z0,yo0) och lika med F(xq,yo) som &r parallell med tangentvektorn till
faltlinjen genom (xg,yp), blir filtlinjerna ortogonala mot ekvipotential-
kurvorna.

Ett vektorfilt i rummet F(z,y,2) = f(z,y,2)i+ g(z,y,2)j + h(z,y, 2)k
med definitionsméngd D kallas konservativt om det finns en funktion
¢(z,y, z) definierad pa D sadan att



Funktionen ¢(z,y, z) kallas potential till F'(z,y, 2).
Nivaytor ¢(z,y,z) = C kallas ekvipotentialytor.

Ett nodvandigt vilkor for ett konservativt vektorfilt i rummet
Om F(z,y,z) = f(z,y,2)i + g(x,y,2)j + h(z,y,z) har kontinuerliga
partiella derivator och ar konservativt i D sa maste gilla att

0 0

g/ ev?) = o)
Crgf(xa Y, Z) = ?h(x7y7 Z)
%g(l‘ayaz) = @h(IE?y)Z)

i alla punkter (x,y,z) € D.




