KURVINTEGRALER

Lat f(z,y, z) vara en konrinuerlig funktion och lat C: r = r(t) = z(t)i+
y(t)j + z2(t)k, t € [a,b], vara en glatt kurva i rummet (dvs r'(¢) &r kon-
tinuerlig och # 0 for alla t).

Med kurvintegralen av f(z,y,z) over (eller lings) kurva C menas inte-
gralen
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Om C &r styckvis glatt kurva dvs bestar av bitar Cyi, Co,...,C, “hop-
klistrade” vid dndpunkterna och som var och en &r glatta kurvor, sa
definierar man kurvintegralen som summan

/f(fv,y,Z)dsz flx,y,2)ds+ ...+ | fz,y,2)ds.
C C1 Cn

Vet att langden av C ges av

/cds _ /ab e (4)]|dt.

Lat F vara ett kontinuerligt vektorfilt i planet: F(z,y) = f(z,y)i +
g(z,y)j med definitionsméngd D (enéppen méngd). Om C &r en orienter-
da glatt kurva i D med parameterframstélningen r = r(t) = z(t)i+y(¢)j,
a <t < b sa kallas uttrycket

b b
/ F(r(t)) -/ (t)dt = / (Ft), y(t)2' (8) + gat), w(t)y/ (1))dt

for kurvintegralen av faltet F' ldngs kurvan C.
Den betecknas fc F - dr eller fc fdx + gdy. I det senare fallet talar vi
ocksa om kurvintegralen av differentialformen fdx + gdy.

Om C éar styckvis glattkurva med glatta bitar Cy, Co,...,C, definieras
kurvintegralen som

/F~dr: F-dr+...+/ F -dr.
C Cl n

Om kurvan C &r sluten kallas ofta kurvintegralen for cirkulationen av F
runt C och betecknas fc F - dr.

/
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Vi har v/(t)dt = Hr’gt;H ||’ (t)||dt = Tds, diir T #r enhetstangenten till
r

kurvan, ds = ||r/(¢)||dt &r baglingdselementet. Vi har alltsa

/F-dr:/F.Tds.
C C

Lat D vara ett Oppet omrade i planet eller rummet. D kallas sam-
manhdngande om varje par av punkter P och ) i D kan bindas samman
med en kontinuerlig kurva som ligger helt i D.

Ett omrade D kallas enkelt sammanhdngande om varje enkel sluten kur-
va kan kontinuerligt dras samman till en punkt utan att lamna D under
sammandragningen.

En kurva for vilken begynnelsepunkt och slutpunkt sammanfaller kallas




Sats 15.4.1 Lat D vara ett oppet sammanhingande omrade och lat
I vara ett glatt vektorfilt definierat pa D. D& ar foljande tre utsagor
ekvivalenta:

e F' ar konservativt i D.
° 556 F - dr = 0 for varje sluten styckvis glatt kurva C i D.

e Om C; och Cs ar tva styckvis glatta kurvor i D med gemensamma
start- och slutpunkter sa ar

/F-dr:/F-dr.
Cy Co

Om F &r konservativt med potential ¢ och C &r en styckvis glatt kurva
med startpunkt Py och slutpunkt P; sa ar

/C Fdr = (P1) — 6(Po)



